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Bezeichnungen. 

Die aufeinanderfolgenden Ableitungen einer Funktion f(x) von einer Ver- 
änderlichen werden der Reihe nach dureh f(x), f’(«), f" (&),... bezeichnet. 
Bei einer Funktion F (x, y, 2,...) von mehreren Veränderlichen dienen zur Be- 
zeichnung der partiellen Ableitungen erster Ordnung in Bezug auf x, y, 2,... be- 
ziehentlich die Zeichen: 


F,(&, % 2,...); F,(a, Ya...) Kal yı I Fr 
und zur N. der partiellen el zweiter Ordnung die Zeichen: 


0®F ®FrF 
Fy2(& % 2,...) = 2m?’ Ma Ma ad 

02 F a 
RN.) Eh Fuy& 92...) = Eh 


Wenn die Angabe der Argumente nicht erforderlich ist, werden zur Bezeich- 
nung der erwähnten Ableitungen kurz die Zeichen: 
RR 
De 


y» 
En ’ Fyy ’ 
angewendet. 
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Einleitung. 


l. Vorbemerkungen. Die Worte Linie und Fläche haben in der 
Litteratur bald einen weiteren, bald einen engeren Sinn. Näheres hier- 
über ist in IIIB1la angegeben. Ebendaselbst ist gezeigt, dass eine 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie nur 
bei geeigneter Einschränkung der Begriffe Linie und Fläche möglich 
ist!), und es sind ferner die Gründe angegeben, die es zulässig er- 
scheinen lassen, bei dieser Einschränkung so weit zu gehen, dass man 
die Darstellbarkeit mittels analytischer Funktionen fordert. Auf Grund 
dieser Ausführungen sollen im. Nachfolgenden die Worte Linie und 
Fläche, wenn nicht das Gegenteil ausdrücklich angegeben wird, in 
ihrer engsten Bedeutung — reelle analytische Linie, bez. Fläche ge- 
braucht werden. Ähnliches gilt von dem Worte Funktion (= reell- 
wertige analytische Funktion) und den üblichen Funktionszeichen 
nn: HD, L.... | 

Viele der im Nachfolgenden zu erklärenden Begriffe stammen 
bereits aus dem Altertum oder aus der Zeit der Erfindung der 
Infinitesimalrechnung, während die heute übliche scharfe Fassung 
ihrer Erklärungen erst in den letzten Jahrzehnten des 19. Jahr- 
hunderts in Aufnahme gekommen ist, nachdem die kritische Durch- 
forschung der Grundlagen der Differential- und Integralrechnung und 
der Bedingungen ihrer Anwendbarkeit zu genaueren Begriffsbestim- 
mungen genötigt hatte. 


2. Zusammengehörige Annahmen und Bezeichnungen. Im Nach- 
folgenden wird durch die Ziffern I bis IV auf die folgenden in der 
Litteratur oft vorkommenden zusammengehörigen Annahmen und Be- 
zeichnungen hingewiesen: 

I. Eine Linie / ist in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
gegeben durch zwei [drei] Gleichungen: 

m p(t), Be 1) ,2= vH], 
welche die Koordinaten &, y|, 2] eines veränderlichen Punktes ? von 
! als Funktionen einer zwischen gewissen Grenzen unbeschränkt ver- 
änderlichen reellen Hülfsveränderlichen ? darstellen. {, bedeutet einen 
speziellen Wert der letzteren und P, den entsprechenden Punkt von |; 
%o, Yo|, 20] sind die Koordinaten dieses Punktes und &,, Y% 1,2 1; 
0% bl % ;% [5% J;--- die Werte, welche die Ableitungen 


1) Diese Erkenntnis hat sich erst in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts 
entwickelt. Näheres IIA 2, Nr. 4, 


1. Vorbemerkungen. 2. Annahmen u. Bezeichn. 3. Gew.u. sing. Punkte 5 


PL, «OL VO; PN, FOL; POOL]; -- - für 
t = {, annehmen. 

II. Eine ebene Linie } ist in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system durch eine Gleichung 


Plz y)- 0 7oderauch 4 — /(%) 


zwischen den Koordinaten x und y gegeben; x,, Y%, sind die Koordi- 


naten eines speziellen Punktes von / und y,, y, die Werte, welche 


dy d’y pe ERROR 
1a’ 453 für <= x, annehmen. 
III. Eine Fläche % ist in einem rechtwinkligen räumlichen 


Koordinatensystem gegeben durch drei Gleichungen: 
near: p(u, v), FR vu, v), A. v(u, v), 

welche die Koordinaten x, y, 2 eines veränderlichen Punktes von % 
als Funktionen von zwei reellen in einem zweifach ausgedehnten Be- 
reich unbeschränkt veränderlichen Hülfsveränderlichen «, v darstellen. 
Zur Abkürzung ist 

Mr Um A Bp— pyi— DB; Pula — Kup, — 0 
gesetzt; u,, v, bedeuten ein Paar spezieller Werte der Veränderlichen 
u, v und 29, Yo, Zu; Av; Do, C, sind die Werte, welche die eben er- 
klärten Funktionen von u und v für dieses spezielle Wertepaar an- 
nehmen; P, ist der Punkt mit den Koordinaten &,, Yy, 2o- 


die Ableitungen 


IV. Eine Fläche % ist in einem rechtwinkligen räumlichen 

Koordinatensystem durch eine Gleichung: 

E (2, Y, 2) zu 
zwischen den Koordinaten &, y, 2 gegeben; &%%,, Yo, 2, Sind die Ko- 
ordinaten eines speziellen Punktes P, von %. 

Sind A, B irgend zwei Punkte einer Geraden, bei welcher man 
eine positive und eine negative Richtung unterschieden hat, z. B. 
einer Axe eines Systems von Parallelkoordinaten, so soll AB—= — BA 
stets diejenige positive oder negative Zahl bedeuten, deren absoluter 
Wert die Länge der Strecke AD angiebt, und deren Vorzeichen + 
oder — ist, je nachdem die Richtung von A gegen D mit der posi- 
tiven Richtung der betrachteten Geraden übereinstimmt oder nicht. 


3. Gewöhnliche und singuläre Punkte Ein Punkt P, einer 
auf ein ebenes [räumliches] System von Parallelkoordinaten x, y|, 2] 
bezogenen Linie I heisst gewöhnlich ?), wenn man die Gesamtheit aller 


2) Vgl. z. B. C. Jordan, Cours d’anal. 1, 1. Aufl. Paris 1882, p. 198, 202, 
209, 213, oder 2. Aufl. Paris 1893, p. 397 ff. 
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in einer gewissen Nähe von P, gelegenen Punkte von / durch zwei 
[drei] Gleichungen von der Form: 


=), y=ıWl,2=ri)] 


so darstellen kann, dass: 


1) dem Punkt P, nur ein Wert i, der Hülfsveränderlichen 
entspricht; 

2) die Funktionen p(t), x ÖL, v(t)] an der Stelle 4, den Charakter 
ganzer Funktionen haben; 

3) die Ableitungen p(t,), X), W(&)] nicht sämtlich gleich 
Null sind?). 

Für Flächen würde man unter Zugrundelegung der in Nr. 2%, III 
angegebenen Darstellungsart eine Erklärung von ganz ähnlichem Wort- 
laut aufstellen können. Jedoch erreicht man hier sachlich genau das- 
selbe kürzer durch folgende Erklärung: 

Ein einer Fläche % angehörender Punkt P, mit den Koordinaten 
%y, Yo, 2, heisst gewöhnlich*), wenn man die Gesamtheit aller in einer 
gewissen Nähe von P, liegenden Punkte von % durch eine Gleichung 


von der Form: 
F(z, Y, 2) — 0 


darstellen kann, welche so beschaffen ist, dass die Funktion F'(x, y, 2) 
an der Stelle &,, %, 2, den Charakter einer ganzen Funktion hat, 
und dass die Ableitungen F,, F,, F', daselbst nicht sämtlich gleich 
Null sind. 


Ein nicht gewöhnlicher Punkt einer Linie oder Fläche heisst 
immer singulär?). Häufig werden aber ausserdem, wenigstens bei 


3) Wenn eine ebene Linie / durch eine Gleichung zwischen x und y und 
auf 7 ein Punkt P, gegeben ist, welcher auf Grund der obigen Erklärung zu 
den gewöhnlichen gehören würde, so kann es vorkommen, dass durch P, auch 
noch „imaginäre Zweige“ von / hindurchgehen, und dass es deswegen unter 
Umständen zweckmässig ist, den Punkt ?, den singulären Punkten zuzuzählen. 
Ähnliches gilt für Punkte auf gewundenen Linien sowie auf Flächen. 

4) In Art. 3 der Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comm. 
Gott. 6 (1828) = Werke 4, Göttingen 1880, p. 222, nennt C. F. Gauss eine Fläche 
in einem Punkte A stetig gekrümmt, wenn die Richtungen aller von A nach 
den unendlich nahe benachbarten Punkten der Fläche führenden Geraden nur 
unendlich wenig von einer und derselben durch A gehenden Ebene abweichen. 
Punkte, die dieser Erklärung nicht entsprechen, nennt er singulär, aber der 
Ausdruck gewöhnlicher Punkt findet sich bei ihm noch nicht. — Auch Oh. Dupin 
spricht, Devel. de g&om. p. 60, von singulären Punkten, hat aber für den Gegen- 
satz keine besondere Bezeichnung. 

5) Nach M. Cantor, Vorlesungen üb. Geschichte d. Math. 3, Leipzig 1898, 
p. 770, dürfte der Ausdruck „singulärer Punkt“ zum erstenmal bei J. P. de Gua 
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Linien, auch solche gewöhnliche Punkte, die irgend welche für die 
gerade vorliegende Untersuchung wichtige Eigentümlichkeiten dar- 
bieten (z. B. Wendepunkte) als singuläre Punkte bezeichnet). 

Eine Linie / [eine Fläche %] heisst krumm in der Nähe eines 
ihrer Punkte, wenn es keine diesen Punkt enthaltende gerade Strecke 
[ebene Fläche] giebt, deren Punkte sämtlich zu / [%] gehörten. 


I. Die einzelne Linie oder Fläche. Grundbegriffe. 


4. Tangente, Normale, Tangentenebene u. s. w. Es sei P ein 
fester Punkt einer analytischen oder nicht analytischen, ebenen oder 
gewundenen Linie } und P, ein dem Punkte P benachbarter”) Punkt 
von l. Wenn sich dann die Gerade PP, bei unbegrenzter Annähe- 
rung des Punktes P, an den Punkt P einer festen Grenzlage PT 
nähert, und zwar immer derselben, einerlei wie die erwähnte Annähe- 
rung erfolgt, so nennt man die Gerade PT die berührende Gerade 
oder die Tangente?) und jede durch PT hindurchgehende Ebene eine 
berührende Ebene oder Tangentenebene der Linie ! ım Punkte P und 


de Malves, Usage de l’analyse de Descartes etc. Paris 1740, 2. Abschnitt vorkommen. 
— Wenn eine Linie (Fläche) sich selbst schneidet, so ist jeder Schnittpunkt auf 
Grund der obigen Erklärungen für die Linie (Fläche) als Ganzes ein singulärer, 
während er für einen einzelnen durch ihn hindurchgehenden „Zweig“ („Mantel“) 
(HI B1a) sehr wohl ein gewöhnlicher sein kann. 

6) Vgl. W. Schell, Allgem. Theorie der Kurven doppelter Krümmung, 1. Aufl. 
p. 11, 2. Aufl. p. 15; @. Peano, Applicazioni, p. 65. 

7) Der Fall, dass ein vereinzelt liegender Punkt aus irgend welchen 
Gründen als zu einer Linie gehörig angesehen wird, was beispielsweise, wenn 
f(x) für 2= x, einen endlichen Sprung hat, zuweilen dadurch geschieht, dass 


man den: Punkt 2 in, .y = Bene) Le) der „Linie y=f(«) zu- 
rechnet, sei hier von der Betrachtung ausgeschlossen. 

8) Diese Erklärung des Begriffs Tangente ist erst nach Erfindung der In- 
finitesimalrechnung üblich geworden. In früheren Zeiten, denen der Begriff des 
Grenzübergangs fremd war, wurde die Tangente (unter Ausserachtlassung des 
Falls eines Wendepunktes) nach dem Vorgang von Euklid (Elemente, 3. Buch, 
Erklärung 2) als eine mit der Linie im Berührungspunkt zusammentreffende, sie 
aber daselbst nicht schneidende Gerade erklärt. Die Eigenschaft der Tangente, 
sich der krummen Linie derart anzuschmiegen, dass durch den Berührungspunkt 
keine neue zwischen der Tangente und der Kurve liegende Gerade gezogen 
werden kann, erscheint bei den Alten (Zuklid, Elemente, 3. Buch, Satz 16; 
Apollonius, Kegelschnitte, 1. Buch, Satz 32, 35, 36) lediglich als Lehrsatz, ist 
aber neuerdings — zuerst wohl von J. L. Lagrange, Theorie des fonct. anal. sec. 
partie, chap. 1 u. 2 — auch zur Erklärung benutzt worden, z. B. von R. Baltzer, 
Elemente der Mathematik 2, 2. Aufl. Leipzig 1867, 4. Buch, $ 3, Nr.5. 
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P selbst den Berührungspunkt dieser Tangente, bez. Tangentenebene. 
Ferner nennt man die in P auf der Tangente senkrecht stehende 
Ebene die Normalebene und jede in P auf der Tangente senkrecht 
stehende Gerade eine Normale von I im Punkte P. Ist / eben, so 
versteht man unter der Normale schlechthin die in der Ebene von / 
enthaltene Normale. 

Wenn P ein gewöhnlicher Punkt (Nr. 3) einer Linie I ist, so 
hat 2 in P immer eine Tangente, und wenn auf } in hinreichender 
Nähe von P irgend zwei verschiedene Punkte P,, P, nach Belieben 
angenommen und unabhängig von einander dem Punkte P unbegrenzt 
nahe gerückt werden, so nähert sich die Gerade P,P, jedesmal un- 
begrenzt der Tangente von ! im Punkte P als fester Grenzlage. 

Eine ebene Linie /’ heisst zu einer andern in der gleichen Ebene 
liegenden Linie I parallel, wenn /’ als die Bahn angesehen werden 
kann, welche der eine Endpunkt einer Strecke von unveränderlicher 
Länge beschreibt, während ihr zweiter Endpunkt die Linie Z durchläuft, 
und sie selbst beständig zu Z normal bleibt (oder auch als die Bahn des 
Mittelpunktes eines Kreises, der auf / abrollt). Vgl. auch Nr. 33. 

Ist eine ebene Linie /’ einer andern parallel, so haben 7 und 7 
in je zwei einander zugeordneten Punkten parallele Tangenten. Die 
Beziehung beider Linien ist daher eine gegenseitige. 

Ganz ebenso lässt sich der Sinn des Wortes parallel für zwei 
Flächen feststellen, nur dass an die Stelle des rollenden Kreises eine 
rollende Kugel tritt. 

Sind bei Beachtung gewisser Vorzeichenregeln s, s die Längen 
entsprechender Bögen von zwei parallelen ebenen Linien, h die Länge 
des zwischen ihnen enthaltenen Stückes ihrer gemeinschaftlichen Nor- 
malen, @ die ganze Krümmung (Nr. 14) von s und J der Inhalt der 
von den beiden Linien und den gemeinschaftlichen Normalen in ihren 
Endpunkten begrenzten Figur, so gelten die Formeln 


s=s+thp und J=4h(s+5s)?°). 
Die Erweiterung dieser Sätze auf parallele Flächen hat J. Steiner !°) 
gegeben. 


Wenn eine ebene Linie /! in einem Punkte P eine Tangente PT 
hat und in einer gewissen Nähe von P ganz auf der gleichen Seite 


9) Vgl. A. L. Orelle, Ann. de math. 12 (1821—22), p. 13 u. 17, sowie 
J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 127 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 152— 
153, und Berl. Ber. 1840, p. 114 —= Ges. Werke 2, p. 173. 

10) J. Steiner, Berl. Ber. 1840, p. 117 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 176. 
Vgl. auch Nr. 26. 
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von PT verläuft, so sagt man, ein von P ausgehender nicht in die 
Gerade PT fallender Strahl PA weise nach der konkaven (konvexen) 
Seite von I, oder I sei im Punkte P nach der Richtung PA konkav 
(konvex), wenn } in der Nähe von P auf der gleichen (entgegen- 
gesetzten) Seite von PT verläuft wie PA. 

Im Fall Nr. 2, II ist ? im Punkte P, „nach oben“, d. h. nach 
der mit der positiven Richtung der Ordinatenaxe übereinstimmenden 
Richtung konkav (konvex), wenn y, positiv (negativ) ist. 

Ein gewöhnlicher Punkt P einer ebenen Linie / heisst ein Wende- 
punkt, wenn sich in jeder Nähe von P sowohl solche Punkte von / 
finden, die auf der einen, als auch solche, die auf der andern Seite 
der Tangente von ! in P liegen (vgl. Nr. 19). 

Ist eine ebene Linie /, welche in einem Punkte P, eine Tan- 
gente hat, auf ein rechtwinkliges ebenes Koordinatensystem bezogen, 
so heisst die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen der 
Abseissenaxe und der erwähnten Tangente die Steigung von I in P,. 
Im Fall Nr. 2, II ist diese Steigung gleich y,. In der Technik be- 
zeichnet Steigung häufig den Sinus des erwähnten Winkels. Sind ferner 
T und N die Durchschnittspunkte der Abscissenaxe mit der Tangente‘ 
und der Normale von } im Punkte P, und F' der Fusspunkt des von 
P, auf die Abscissenaxe gefällten Lotes, so bezeichnet man als: 

Subtangente von Lin P, die Zahl TF= % 


1) 


Subnormale von I in P, die Zahl FN = yyYg. 
Endlich wird unter der Tangente bez. der Normale von I im Punkte 
P, zuweilen auch die Länge der Strecke P,T — 1% %,y1- y?|, bez. 


EN — Iy, vVi+yw 2| verstanden. 


Wenn eine ebene Linie !, welche in einem Punkte P, eine Tan- 
gente hat, auf ein System von Polarkoordinaten bezogen ist, etwa 
dadurch, dass der Leitstrahl o als Funktion der Abweichung @ ge- 
geben ist, und O den Koordinatenanfang und T und N die Punkte 
bedeuten, in welchen die Tangente und die Normale von } in P, die- 
jenige durch O gehende Gerade schneiden, welche auf dem Leitstrahl 
OP, senkrecht steht (positive Richtung derselben diejenige, welche 
aus der Richtung OP, durch eine positive Drehung um einen rechten 
Winkel hervorgeht), so nennt man den Abstand: 


B,L=o, V 1+0% (2 2), die Polartangente, 


NN Ve: m (), : die Polarnormale, 


und als: 
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und die Zahl: 


TO=o, (2), die Polarsubtangente, 


de 


ON = (5) die Polarsubnormale 
dp)o 


von Lin P,. Dabei bedeutet der Index O überall, dass für o und @ 
‘die Koordinaten von P, einzusetzen sind. 

Durch einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % lassen sich 
stets unendlich viele auf % verlaufende Linien legen, von denen jede 
in P eine bestimmte und von denen der übrigen verschiedene Tangente 
hat. Alle diese Tangenten liegen immer in ein und derselben Ebene!!). 
Diese Ebene heisst die berührende oder Tangentenebene von % in P, 
der Punkt P selbst ihr Berührungspunkt und die auf ihr in P senk- 
recht stehende Gerade die Normale von % im Punkte P. 

Man sagt ferner, eine Gerade g berühre eine Fläche %, oder sei 
Tangente derselben in einem (gewöhnlichen) Punkte P, wenn g durch 
P hindurchgeht und in der Tangentenebene von % in P enthalten ist. 

Es sei / eine Linie oder eine Fläche, P ein gewöhnlicher Punkt 
derselben und Z ein vergrössertes ähnliches Abbild von /, welches 
zu Z in der Weise ähnlich gelegen ist, dass P den Ähnlichkeits- 
punkt bildet (III A 6). Wenn man dann das Vergrösserungsverhältnis 
unbegrenzt wachsen lässt, so geht Z in die Tangente bez. Tangenten- 
ebene von ! im Punkte P über"?). 


5. Formeln für Tangenten, Normalen und Tangentenebenen. 
Bei Zugrundelegung der in Nr.2 angegebenen Annahmen und Be- 
zeichnungen gelten die folgenden Sätze und Formeln, in welchen 
&, n|, 8] jedesmal die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der 
betrachteten Tangente, Tangentenebene, Normale oder Normalebene 
bedeuten"): 


11) Diesen Satz dürfte zuerst Oh. Dupin, Devel. de g&om., p. 7, ausdrück- 
lich ausgesprochen haben. In unvollständiger Fassung kommt er schon bei 
A. C. Olairaut, Recherches sur les courbes & double courbure, Paris 1731, p. 49, 
Nr. 81, und bei L. Euler, Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, 
p. 395, Nr. 147, vor. ; 

12) Vgl. @. Peano, Applicazioni, p. 305. 

13) Die Auffindung dieser Sätze geht‘auf Leibnitz und Newton zurück, die, 
nachdem Descartes die Darstellung krummer Linien durch Gleichungen gelehrt 
hatte, die Ermittelung der Tangente an eine durch ihre Gleichung bestimmte 
Linie behandelten. Ausführliche Sammlungen von Formeln finden sich in L. A. 
Sohncke’s Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung, 
I. Teil, Halle 1830, 5. Aufl. hrsg. v. H. Amstein, 1885, Kap. 8, $ 22; ferner in 
O. Schloemilch, Übungsbuch z. Stud. der höh. Analysis, 1. Teil, Leipzig 1868, 
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I. Wenn der Wert Z, der einzige Wert der Hülfsveränderlichen 
ist, welcher dem Punkt P, entspricht, und die Funktionen p(t), 
«HL, vH) für =t, sämtlich den Charakter ganzer Funktionen 
haben, so hat ! im Punkte P, eine Tangente. Ist von den Zahlen 
%,, Yo |» 20 | wenigstens eine von Null verschieden, so wird die Tan- 
gente dargestellt durch die Gleichungen: 


Een turn =ntNnThbi=atHrT (=—RX: +8) 
und die Normale [Normalebene] durch die Gleichung: 


6%) Ft Y mM — Y)lt GE — = N. 
Ist dagegen 2, = y [= 2, | > 0, und ist »n die kleinste ganze posi- 
tive Zahl, welche die Eigenschaft hat, .dass die Ableitungen x,”), 
Y®9l[,2,®] nicht sämtlich verschwinden, so hat die Tangente die 
Gleichungen: 


En tor, n=ytY”r = ata"r) ([=— 890: +00), 
während die Normale [Normalebene] durch 


LE — %) + Yon — %) It %” (E — 20)] = 0 
dargestellt wird. 

II. Für das Vorhandensein einer Tangente von } im Punkte P, ist 
hinreichend, dass wenigstens eine der Zahlen F, (2, Yo), Fy(&o, Yo) 
von Null verschieden sei. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die 
Gleichung der Tangente: 


F (0, Yo) (& — %) 1 F,(&o, 9%) (m — Y%,) = 0 
und die der Normale: 
2 ey eo EN) Y%) =. 
Hat die Gleichung von I die Form y= f(x), so werden die Tangente 
und die Normale im Punkte P, beziehentlich durch die Gleichungen: 


7 y=h (5 — %) 


und | 
ech rt 
dargestellt. 
II. Damit P, ein gewöhnlicher Punkt von 5 sei, ist hinreichend, 
dass wenigstens eine der Zahlen A,, B,, C, von Null verschieden sei. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so wird die Tangentenebene von % in P, 


durch die Gleichung: 

In) then) GE 0, 
4. Aufl. 1887, Kap. 4, sowie in W. Läska, Sammlung von Formeln der rein. u. 
angew. Mathematik, Braunschweig 1888—1894, p. 479 ff. und 537; endlich in den 


Recueils d’exercices... von F. F'renet, Paris 1873, und von F'. Tisserand, 2. &d., 
augm. par P. Painleve, Paris 1896. 
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und die Normale von % in P, durch die Gleichungen: 
=nt Ar 7n=ut Br = 24 07 (= — 89.48) 
dargestellt. 

IV. Vorausgesetzt, dass die Ableitungen F, F,, F, an der Stelle 


%y> Yo, 2, nicht sämtlich verschwinden, wird die Tangentenebene von 


5 in P, dargestellt durch die Gleichung: 


F,&,Y:%)& 2) ’a) (29, Yo, 20) (N — %) 
=: F,(&o, Yo, &0) N Ber & 


und die Normale durch die Gleichungen: 


= + Fl, Yo» Zo)T, N YtF,(&o, Yor2o)T, E=atF,(% , Yor 20) 7 
(T=— 8:-::4+4 00). 


6. Aufgaben und Konstruktionen. Diejenigen Geraden, welche 
eine gegebene Linie berühren und durch einen gegebenen (eigentlichen 
oder unendlich fernen) Punkt hindurchgehen, können dadurch ge- 
funden werden, dass man die Koordinaten der unbekannten Berüh- 
rungspunkte ermittelt, was durch Auflösung eines Systems von 
mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten geschehen kann. 
Ist beispielsweise eine ebene Linie gegeben durch eine Gleichung 
F(x,y) =0, und soll die Gleichung einer Geraden gefunden werden, 
welche diese Linie berührt und durch den gegebenen Punkt &,, % 
hindurchgeht, so kann man die Koordinaten &,, y, des Berührungs- 
punktes durch Auflösung des Systems: 

Fi, w)=0;  F,& %) & —-%) h, (20, Y%0) (Mm — %) — I 
ermitteln!‘). Ähnliches gilt von andern Fällen der erwähnten Auf- 
gabe, sowie von der Bestimmung der durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgehenden Normalen einer gegebenen Linie oder Fläche und 
auch von der Bestimmung der gemeinsamen Tangenten oder Normalen 
zweier Linien und von verwandten Aufgaben. 

Die Aufgabe, an eine gegebene ebene Linie I in einem gegebenen 
Punkte P, die Tangente zu konstruieren, ist gleichbedeutend mit der 
andern, die Richtung derjenigen Geschwindigkeit v zu finden, mit 
welcher ein die Linie beschreibender Punkt durch P, hindurchgeht. 
Eine Lösung der erwähnten Aufgabe lässt sich daher in manchen 


14) Ein anderes, namentlich bei algebraischen Linien zur Anwendung kom- 
mendes Verfahren läuft darauf hinaus, das Verhältnis der Konstanten «, ß so 
zu bestimmen, dass von den die Gleichung F(&, + «t, n, + ßt) = 0 befriedi- 
genden Werten von Z zwei oder mehr zusammenfallen. Vgl. IIIC 2. 
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Fällen durch Anwendung der folgenden von M. Chasles*?) besonders hervor- 
gehobenen Regel finden: Man suche eine Erzeugungsweise von /, bei 
welcher diese Linie als die Bahn eines Punktes P erscheint, der einer 
in der Ebene von / enthaltenen und in ihr sich bewegenden starren 
Figur % angehört, und welche zugleich so beschaffen ist, dass man 
für diejenige Lage von %, bei welcher P mit P, zusammenfällt, den 
„augenblicklichen Umdrehungsmittelpunkt“ (IV 3, Nr. 8) M, von % 
finden kann. Ist dies gelungen, so erhält man die gesuchte Tangente 
einfach dadurch, dass man auf M,P, in P, ein Lot errichtet. 

Ein allgemeineres Lösungsverfahren besteht darin, zwei Rich- 
tungen r,, r, von solcher Beschaffenheit aufzusuchen, dass man das 
Grössenverhältnis: 

entweder der rechtwinkligen Projektionen von v auf r, und »,, 

oder der beiden durch Zerlegung von v nach den Richtungen r, 

und r, entstehenden Seitengeschwindigkeiten 
angeben kann‘). In dem praktisch besonders häufigen Fall, dass r, 
zu r, senkrecht ist, besteht zwischen den erwähnten Projektionen und 
Seitengeschwindigkeiten kein Unterschied. Ferner ist in dem Fall, 
dass das Grössenverhältnis der Projektionen den Wert 1 hat, das der 
Seitengeschwindigkeiten ebenfalls gleich 1. Diese beiden Umstände 
haben dazu beigetragen, dass in der Litteratur die beiden eben unter- 
schiedenen Fälle nicht immer gehörig auseinandergehalten worden sind. 

Wenn die Bewegung einer starren ebenen Figur % in ihrer 
eigenen Ebene dadurch bestimmt ist, dass (Fig. 1) zwei derselben ange- 
hörende Linien f, I beziehent- L 
lich an zwei festen Linien 
op, A entlang gleiten sollen, 
so kann man, unter der Vor- 
aussetzung, dass für irgend 
einen Augenblick die zu den 
beiden Berührungspunkten ge- 
hörenden Krümmungsmittel- 
punkte F\ L, ®, A von fi, I, 
9, A gegeben sind, die ge- 
meinsame Tangente PT der 
„Polbahn“ und der „Polkurve“ Fig. 1. 


15) M. Chasles, Bull. Soc. Math. 16 (1878), p. 208 ff. (Die Arbeit war schon 
1829 der Societ6 philomathique vorgelegt worden.) Ebenda zahlreiche Anwen- 
dungen. Beispiele, darunter die „Fusspunktkurven‘“, finden sich auch bei @. Peano, 
Applicazioni geometriche, p. 328, Nr. 17. 

16) Historische Angaben über dieses nach @. P. de Roberval (1602—1675) be- 


14 IIID1,2. H.v. Mangoldt. Anwendung der Differential- u. Integralrechnung. 


(IV 3, Nr. 8,9) in demjenigen Punkt P, wo sich der Pol zur 
gleichen Zeit befindet, durch die folgende zuerst von E. Bobillier '') an- 
gegebene und später von Aronhold‘?) und M. Grübler'?”) aus andern 
Quellen abgeleitete Konstruktion finden: Man bringe ®F mit AL 
zum Durchschnitt in P und ®A mit FL zum Durchnitt in Q, ziehe 
PQ und darauf PT so, dass der Winkel ®PT dem Winkel APQ® 
an Grösse gleich, aber dem Sinne nach entgegengesetzt wird. 

Da eine oder zwei der Linien f, |, g, A auch zu Punkten zu- 
sammenschrumpfen dürfen, umfasst diese Konstruktion auch solche 
Fälle, wo ein Punkt von % eine gegebene Linie beschreiben oder 
eine zu 7% gehörende Linie beständig durch einen gegebenen Punkt 
gehen soll. 

Ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion der Tangente an 
die Bahn des Schnittpunktes zweier Linien, die sich in einer Ebene. 
in gegebener Weise bewegen und gleichzeitig auch ihre Form stetig 
ändern dürfen, ist von O. Wiener ?®), praktische Konstruktionen für 
‚spezielle Fälle, namentlich auch für die Bahnen der Gelenkpunkte bei 
bewegten Gelenken, sind von L. Burmester *') angegeben worden. 

Bei einer algebraischen Linie kann, wenn eine projektive Er- 
zeugungsart derselben gegeben ist, häufig aus dieser eine Konstruk- 
tion der Tangente abgeleitet werden. 

Eigentümliche unter keine der erwähnten Methoden fallende 
Tangentenkonstruktionen finden sich bei Salmon-Fiedler ”) für die 
Kettenlinie und bei J. Steiner ”) für die allgemeine Lemniscate. 


nannte Verfahren finden sich in M. Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 2, Leipzig 
1892 (2. Aufl. 1900), p. 800—814, sowie in L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik 1, 
Leipzig 1888, p. 67, und in @. Koenigs, Lecons de cinematique, Paris 1897, p. 90. 
Einfache Beispiele bieten die Kegelschnitte, wenn man für r, und r, die Rich- 
tungen nach den Brennpunkten nimmt, und die verschiedenen Arten der Spiralen, 
wenn man r, mit der Richtung des Leitstrahls zusammenfallen lässt und r, 
senkrecht dazu wählt. Weitere Beispiele in den genannten Werken, besonders 
zahlreich bei Burmester, p. 67—82 u. 91—92. Vgl. noch IV 3, Nr.?. 

17) E. Bobillier, Cours de geometrie (12”® ed. 1870, p. 232). Eine andere 
Konstruktion giebt M. Chasles, J. de math. (1) 10 (1845), p. 206—207. 

18) $. Aronhold, Verhandlungen des Vereins zur Beförderung des Gewerb- 
fleisses in Preussen, Jahrg. 51, Berlin 1872, p. 142—144. 

19) M. Grübler, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), p. 310—313. 

20) O. Wiener, Lehrb. der darstellenden Geom. 1, Leipzig 1884, p. 270, Nr. 204. 

21) Lehrb. der Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 52—54, 83—85 u. 87—90. 

22) Salmon-F'edler, Höh. eb. Kurven, 2. Aufl. 1882, p. 377. 

23) J. Steiner, J. f. Math. 14 (1835), p. 80 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 19. 
Verallgemeinerungen dieser Konstruktion giebt A. Hurwitz, Math. Ann. 22 (1883), 
p. 230, 
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| ‘. Fusspunktlinien und -flächen. Die Gesamtheit der Fuss- 
punkte aller Lote, welche sich von einem festen Punkt P auf die 
Tangenten einer Linie / oder auf die Berührungsebenen einer Fläche % 
fällen lassen, heisst die Fusspunktlinie von 1, bez. die Fusspunktfläche 
von % für den Punkt P als Pol. 

Wenn man die Fusspunktlinie f einer ebenen Linie } für einen 
in deren Ebene liegenden Punkt P als Pol aus diesem letzteren als 
Ähnlichkeitspunkt im Verhältnis 2:1 vergrössert, so erhält man eine 
Linie f’, die man auch als Rolllinie in einfacher Weise erzeugen 
kann. Denkt man sich nämlich aus der Linie 7 durch Umklappen 
um eine ihrer Tangenten eine kongruente Linie 2’ abgeleitet und 
dann diese letztere auf / abgerollt, so stimmt die Bahn, welche der 
zu P homologe Punkt hierbei beschreibt, mit f’ überein **). 

Wenn in einer Ebene eine Linie /, ein Pol P und ein beliebiger 
um P als Mittelpunkt beschriebener Kreis % gegeben sind, so sind, 
wie A. Quetelet®) bemerkt hat, die Fusspunktlinie von / für P als 
Pol und die zu Z in Bezug auf % polar-reziproke Linie zu einander 
invers in Bezug auf Ä. 

Die Rektifikation einiger besonderer Klassen von Fusspunktlinien 
durch elliptische Integrale hat W. Roberts ?°) behandelt, der hierbei 
zur Unterscheidung von Fusspunktlinien verschiedener, und zwar so- 
wohl positiver wie negativer Ordnungen geführt worden ist. Er nennt 
nämlich, vorausgesetzt dass in einer Ebene eine Linie / und ein fester 
stets als Pol zu nehmender Punkt gegeben sind, die Fusspunktlinie 
der Fusspunktlinie von ! die zweite positive Fusspunktlinie von I u. 8. £. 
und diejenige Linie, von welcher / die Fusspunktlinie ist, die erste 
negative Fusspunktlinie von I u. s.£.°). 


24) Vgl. L. Burmester, Lehrb. der Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 44, und 
G. Koenigs, Lecons de cinematique, Paris 1897, p. 166 u. 259, woselbst eine An- 
wendung dieses Satzes zur Erzeugung der Fusspunktlinien einer Ellipse oder 
Hyperbel mittels eines ebenen Gelenkvierecks gegeben ist. 

25) A. Quetelet, Bruxelles Nouveaux M&moires 4 (1827), p. 104—105. 

26) W. Roberts, J. de math. (1) 10 (1845), p. 177. Ergänzungen sind in (1) 
12 (1847), p. 41 u. p. 447—448, sowie in (1) 13 (1848), p. 179, zugefügt. 

27) Die gleichen Begriffe, jedoch ohne Einführung besonderer Namen für 
dieselben, finden sich bereits bei ©. Maclaurin, Lond. Phil. Trans. 30 (1718), 
p. 803 ff. (abgekürzte Ausgabe 6, London 1809, p. 357 ff). Ebendaselbst ist für eine 
spezielle Folge von Fusspunktlinien gezeigt, wie die Rektifikation einer belie- 
bigen dieser Linien auf die der zweitfolgenden oder der zweitvorhergehenden 
Linie der gleichen Folge zurückgeführt werden kann. W. Roberts hat, wie er 
Nouv. Ann. de math. (2) 3, Paris 1864, p. 80—81, mitteilt, erst nachträglich 
von dieser Abhandlung Kenntnis erhalten. — Über Fusspunktlinien und -Flächen 
mit gebrochener Ordnungszahl vgl. W. Roberts, Ann. di mat. (1) 4 (1861), p. 13. 
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Im Anschluss an diese Erweiterung des Begriffs hat 7. A. Horst ”®) 
den soeben angegebenen Satz von Quetelet auf die vollständigen Reihen 
der positiven und negativen Fusspunktlinien ausgedehnt, welche nach 
Annahme eines festen Poles P aus einer mit P in einer Ebene liegen- 
den Linie und ihrer reziproken Polaren in Bezug auf einen um P 
als Mittelpunkt beschriebenen Kreis abgeleitet werden können, und 
die entsprechenden Betrachtungen für den Raum durchgeführt. Hierauf 
hat er sodann eine Untersuchung der Beziehungen gegründet, welche 
in einer Reihe aufeinanderfolgender Fusspunktflächen oder -Linien 
zwischen entsprechenden Flächen- oder Linienelementen und den 
Krümmungen dieser Elemente bestehen. Er geht dabei aus von der 
Bemerkung, dass durch die Ausdehnung des Satzes von (@uetelet auf 
den Raum der Übergang von einer gegebenen Fläche zu ihrer Fuss- 
punktfläche in zwei Schritte zerlegt werde, nämlich den Übergang 
zur polar-reziproken und den Übergang von dieser zu der inversen 
Fläche, und dass ähnliches auch für ebene Linien gelte, entwickelt 
demgemäss die erwähnten Beziehungen: 

a) für zwei beliebige polar-reziproke, 

b) für zwei beliebige inverse Gebilde, 
und gelangt schliesslich durch Verbindung der hierbei gewonnenen 
Ergebnisse zu den gesuchten Beziehungen. Weitere Untersuchungen 
von J. Steiner und T. A. Horst über Fusspunktlinien und -flächen sind 
in Nr. 25, Fussn. 156 erwähnt. 


8. Asymptoten. Wenn ein ins Unendliche sich erstreckender 
Zweig einer ebenen Linie in der Weise einer Geraden unbegrenzt 
nahe kommt, dass man nach Annahme eines beliebig schmalen, von 
zwei Parallelen begrenzten Streifens, welcher die fragliche Gerade als 
Mittellinie hat, stets eine Entfernung R angeben kann, so dass jeder 
Punkt des Zweiges, dessen Abstand vom Koordinatenanfang > R ist, 
im Innern jenes Streifens liegt, so nennt man die Gerade eine Asym- 
ptote??) des betrachteten Linienzweiges. 

Allgemeiner sagt man von zwei verschiedenen ins Unendliche 
sich erstreckenden ebenen Linienzweigen, der eine nähere sich dem 
andern asymptotisch, wenn man jedem beliebig kleinen Radius r einen 
Abstand R in der Weise zuordnen kann, dass alle Punkte des einen 
/iweiges, deren Entfernung vom Koordinatenanfang > R ist, im Innern 


28) T. A. Hirst, Ann. di mat. (1) 2 (1859), p. 95 und 148, und Quart. J. of 
math. 3 (1860), p. 210. 

29) Begriff und Name finden sich schon bei Apollonius, Kegelschnitte, 
2. Buch, 
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derjenigen Fläche liegen, welche von einem Kreise vom Radius r 
überstrichen wird, wenn dessen Mittelpunkt den andern Linienzweig 
durchläuft ®®). 

Ist eine ebene Linie durch eine Gleichung F'(x, y) = 0 gegeben, 
so kann man zur Bestimmung ihrer Asymptoten nach A. Oauchy?') 
in der Weise vorgehen, dass man y=sx setzt und zunächst unter- 
sucht, ob eine der Wurzeln s der Gleichung F(x,sz) —=0 sich bei 
unbegrenzt wachsendem x einem endlichen Grenzwert nähert. Ist dies 
der Fall und ist «a der Grenzwert einer Wurzel s, so hat man weiter 
y=4x%-+-t zu setzen und zu untersuchen, ob auch eine Wurzel t 
der dann entstehenden Gleichung F (x, ax +1) = 0 für x = 00 einem 
endlichen Grenzwert zustrebt. Trifft auch dieses zu und ist b ein 
solcher Grenzwert, so stellt die Gleichung y = ax + b eine Asymptote 
dar. Nur die etwa zur Ordinatenaxe parallelen Asymptoten ergeben 
sich nicht auf diesem Wege, können aber nachträglich leicht gefunden 
werden, wenn man im Vorangehenden x mit y vertauscht. 

Ferner kann man zur Entscheidung der Frage, ob eine gegebene 
ebene Linie Asymptoten hat, sowie zur Ermittelung der letzteren 
häufig durch Anwendung einer der folgenden Methoden gelangen: 

1) Man bildet die Ebene € der gegebenen Linie ! durch eine 
gebrochene lineare Substitution kollinear auf eine andere Ebene & 
ab, wobei der unendlich fernen Geraden von & eine eigentliche Gerade 
g von & entspricht (III A 6) und betrachtet das Bild 7’ der Linie I. 
Jedem Zweige von 2’, welcher die Gerade g schneidet und im Schnitt- 
punkt eine von g verschiedene Tangente hat, entspricht ein Zweig 
von !, welcher sich ins Unendliche erstreckt und die der erwähnten 
Tangente entsprechende Gerade von € als Asymptote hat ??). 

2) Man bildet die Ebene der gegebenen Linie ! auf sich selbst 
durch reziproke Radien ab (III A 7) und betrachtet das Bild 77 von !: 
Jedem Zweige von !’, welcher durch den Mittelpunkt der Abbildung 
hindurchgeht und daselbst einen Krümmungskreis mit einem von Null 
verschiedenen (endlichen oder unendlichen) Radius hat, entspricht ein 


30) Diese Erweiterung des Begriffs dürfte sich zuerst bei J. Stirling, Lineae 
tertii ordinis Neutonianae etc., Oxoniae 1717, p.1, finden. Vergl. M. Cantor, Vorles. 
üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1898, p. 413. Jedoch kommt der Ausdruck „asympto- 
tische Parabeln“ schon bei ©. F. M. Dechales, Mundus mathematicus von 1674 
und 1690 vor. Vgl. M. Cantor, a. a. O. p. 17. 

31) A. Cauchy, Legons sur les appl. 1, p. 57—58. Über die geschichtliche 
Entstehung dieses Verfahrens vgl. den Bericht von A. Brill u. M. Noether, Deutsche 
Math.-Ver. 3 (1892/93), p. 116—149. 

32) Ausser den so sich ergebenden Asymptoten kann ! nur noch solche 
Asymptoten haben, deren Bilder in @ zu g parallel laufen. 

Encyklop. d. math, Wissensch, II 3, 2 
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ins Unendliche verlaufender Zweig von l, welcher die dem erwähnten 
Krümmungskreise entsprechende Gerade als Asymptote hat und um- 
gekehrt °?®). 

Die Lehre von den Asymptoten der algebraischen Linien ist von 
L. Euler?®) und besonders eingehend von J. Plücker®*) behandelt 
worden °?). 

Die obige Erklärung des Begriffs „Asymptote“ und die beschrie- 
- benen Methoden lassen sich mit entsprechenden Änderungen auf ge- 
wundene Linien ausdehnen. 

Wenn die Tangente eines ins Unmendliche verlaufenden Linien- 
zweiges sich einer festen Grenzlage nähert, falls der Berührungspunkt 
ins Unendliche rückt, so bildet diese Grenzlage eine Asymptote des 
Linienzweiges. Auch hierauf kann ein Verfahren zur Ermittelung 
der Asymptoten gegründet werden °®). 


9. Berührung n“" Ordnung. Es seien /,/” zwei ebene oder 
gewundene Linien, welche einen Punkt P,, der für jede von ihnen 
ein gewöhnlicher Punkt ist, und ausserdem die Tangente in P, mit- 
einander gemein haben. Ferner seien P, P’ zwei bewegliche beziehentlich 
auf 7,1’ gelegene Punkte, welche sich beide auf der gleichen Seite 
der Normalebene in P, befinden und dem Punkt P, in der Weise 
unbegrenzt nahe rücken, dass die Abstände P,P und P,P’ stets gleich 
gross bleiben. Wenn dann » die Ordnungszahl bezeichnet, mit welcher 
der Winkel P.P,P’ unendlich klein wird, vorausgesetzt, dass P, P=P,P’ 
als unendlich kleine Grösse erster Ordnung gilt, so sagt man von den 
Linien 1,1’, dass sie in P, eine Berührung n'" Ordnung oder auch 
eine (n + 1)-punktige Berührung haben ?”). 

Man sagt ferner, eine Linie / habe mit einer Fläche % in einem 
gemeinsamen Punkte P,, der für beide ein gewöhnlicher Punkt ist, 
eine Berührung n'” Ordnung, wenn es auf 5 durch P, gehende Linien 


322) Mittels dieser Methode untersucht F'r. Meyer die Asymptoten alge- 
braischer Kurven: Anwendungen der Topologie auf die Gestalten algebraischer 
Kurven, Dissert. München 1878. 

33) Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, cap. VII—XI. 

34) J. Plücker, Theorie der algebraischen Kurven, Bonn 1839, p. 14—154. 
Vgl. auch Analyt. geom. Entwicklungen 2, Essen 1831, p. 159, Fussn.;, System 
d. analyt. Geom., Berlin 1835, p. 132—166, und J. de math. (1)1 (1836), p. 229 — 
Ges. wiss. Abhandlungen 1, Leipzig 1895, p. 302. 

35) Vgl. auch Salmon- Fiedler, Höh. Kurven, 2. Aufl, p. 51—54, 60-61, 
143, 219-232. 

36) Vgl. A. Cauchy, Lesons sur les appl. 1, p. 62, und R. Hoppe, Anal, 
Geom. 1, p. 62—64. 

37) A. Cauchy, Lecons sur les appl. 1, p. 128 u, 367, 
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giebt, die dort mit I eine Berührung n'* Ordnung haben, aber keine, 
die mit Z in P, eine Berührung noch höherer Ordnung hätte. Ist 3 
gegeben durch F(2,y,2)=0 und ! duch z=o(), y=r(t), 
2=v(f), ist i der zu P, gehörende Wert von t und wenigstens eine 
der Ableitungen 9 (1), x (ty), % (t,) von Null verschieden, so ist für 
das Stattfinden einer Berührung n‘* Ordnung notwendig und hin- 
reichend, dass in der Entwicklung von F[p(t),x(t), v(Ü)] nach stei- 
genden Potenzen von (E— L,) erst die Potenz (E— i,)”"+! einen von 
Null verschiedenen Koeffizienten erhält. 

Sind endlich zwei Flächen %, % gegeben, welche in einem 
gemeinsamen Punkte P, der für beide ein gewöhnlicher Punkt ist, 
die gleiche Normale PN haben, so sagt man, die Ordnung ihrer Be- 
rührung in P sei gleich n, wenn unter den Linienpaaren, in welchen 
3,35% von den durch PN gehenden Ebenen geschnitten werden, solche 
vorhanden sind, die in P eine Berührung »!* Ordnung haben, aber 
keines, welches in Peine Berührung niedrigerer Ordnung hat°®). 

Als Gskulation bezeichnet man jede Berührung von höherer als 
der ersten Ordnung, einerlei, ob sie zwischen zwei Linien, einer Linie 
und einer Fläche oder zwei Flächen stattfindet?). 

Wenn zwei Flächen %,% sich längs einer Linie / berühren und 
durch eine Tangente von / eine Ebene gelegt wird, welche % und % 
schneidet, so haben die Schnittlinien im Berührungspunkt der Tangente 
nach Oh. Dupin“°) eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung. 

Bedingungen für eine Berührung »‘” Ordnung, sei es für Linien, 
sei es für Flächen, haben Oh. Dupin*‘) und ausführlicher A. Cauchy?) 
angegeben, der dabei auch die Frage erörtert hat, wann eine ebene 


38) Ebenda p. 384. 

39) Von vielen französischen Mathematikern (vgl. Oh. Hermite, Cours d’anal.1, 
Paris 1873, p. 111; C. Jordan, Cours d’anal. 1, Paris, 1. &d. 1882, p. 225, 2. ed. 
1893, p. 423; E. Picard, Traite d’anal. 1, Paris 1891, p. 323) und ebenso von 
R. Hoppe (Anal. Geom. 1, p. 54) wird das Wort Oskulation in einem etwas 
anderen Sinne gebraucht, welcher zuerst von Lagrange, Theorie des fonct. anal. 
seconde partie, Nr. 10, festgestellt sein dürfte und in einer von $. F. Lacroix 
gegebenen Erklärung (Traite du calcul differentiel et du calcul integral, 2. ed., 
1, Paris 1810, p. 444) wiederkehrt. Sie nennen nämlich, falls eine Linie 7 und 
eine Schar dieselbe in ein und demselben Punkte P berührender Linien gegeben 
sind, diejenige Linie dieser Schar oskulierend, welche in P mit I eine Berührung 
möglichst hoher Ordnung hat. 

40) Oh. Dupin, Devel. de g&om., p. 36 u. 83—86. Ebendaselbst sind Ver- 
allgemeinerungen angegeben für den Fall, dass % und % sich längs / von höherer 
als der 1. Ordnung berühren. 

41) Ebenda p. 11 u. 67—68. 

42) A. Cauchy, Lecons sur les appl. 1°, 9°, 10°, 18°, 21°, 22° lecon, 

9# 
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Linie, welche eine andere berührt, von der einen Seite dieser letzteren 
auf die andere übertritt. Untersuchungen über die Berührung zweier 
Flächen, namentlich zweier Flächen zweiter oder einer Fläche zweiter 
und einer dritter Ordnung hat J. Plücker*) angestellt. Neuerdings 
hat E. Picard“*) die Theorie der Berührung eingehend behandelt. 


10. Ermittelung der Bogenlänge einer Linie (Rektifikation). 
Für das Innere und die Grenzen eines endlichen Intervalls, dessen 
untere und obere Grenze bez. «a und b heissen mögen, seien drei 
Funktionen p(t),x(t), Y(t) erklärt, von denen zunächst nur die End- 
lichkeit und die Eindeutigkeit vorausgesetzt werden sollen, und durch 
die Gleichungen: 

= gp(); al = vb) 
sei eine „Linie“ } gegeben. (Für ebene Linien ist im nachfolgenden 
durchweg y(f)—=0 zu setzen.) Wenn dann A, P,, P,.,-.-, P,>B 
Punkte von / bedeuten, von denen der erste zu dem Wert a, der 
letzte zu dem Wert b und die mittleren bez. zu Werten L,,t,,...,£, 
von t gehören, die der Ungleichung: : 
u ee 
genügen, so sagt man von der gebrochenen Linie AP,P,... P,B, 
sie sei der Linie / eingeschrieben, oder sie sei ein Sehnenpolygon von 1.*) 

Wenn ferner die Längen aller Sehnenpolygone von l eine end- 
liche obere Grenze (LA 3, Nr.16; IL A 1, Nr. 6) haben, so nennt man 
diese obere Grenze die Länge der Linie I. Andernfalls kommt der 
Linie ! eine Länge nicht zu®°). 

Abweichend hiervon wird indessen oft einer in der angegebenen 
Weise erklärten Linie nur dann eine Länge zugeschrieben, wenn die 
Länge der ihr eingeschriebenen gebrochenen Linie bei unbegrenzter 
Verfeinerung der entsprechenden Teilung des Intervalls «...b stets 
dem gleichen Grenzwert zustrebt, einerlei wie man bei dieser Ver- 
feinerung verfährt, und dann eben dieser Grenzwert als die Länge 
von I bezeichnet. 

Für das Vorhandensein einer Länge ist — gleichgültig, welche 
Erklärung man zu Grunde legt — stets erforderlich, dass in dem 
Intervall @...b überall die Grenzwerte (t— 0) und g(t +0) — 
an den Grenzen a,b natürlich nur (a +0) und 9(b— 0) — vor- 


43) J. Plücker, J. f. Math. 4 (1829), p. 349 — Ges. wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, 
p. 103. Siehe auch die Bemerkungen von A. Schoenflies an letzterem Orte, p. 598. 

44) E. Picard, Traite d’anal. 1, Paris 1891, p. 318—348. 

45) E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 314. 

46) Vgl. z.B. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 161, 


10. Ermittelung der Bogenlänge einer Linie (Rektifikation). 21 


handen seien, und dass ähnliches auch von den Funktionen y(t) und 
Y(t) gelte. Wenn dies zutrifft und wenn ausserdem an Unstetigkeits- 
stellen der Punkt p(), x (id), »(f) stets der geraden die Punkte 
(0), gd— 0), #0) ud p(t+0), 7(+0), v(t+0) 
verbindenden Strecke angehört, so führen beide Erklärungsarten bei 
Beantwortung der Frage, ob der Linie ! überhaupt eine Länge zu- 
kommt, immer zu dem gleichen Ergebnis, und im Fall der Bejahung 
liefern sie auch beide den gleichen Wert der Länge. Ist dagegen 
die letzterwähnte Bedingung nicht erfüllt, so kann auf Grund der 
ersten Erklärung noch eine Länge vorhanden sein, während dies bei 
Anwendung der zweiten nicht mehr der Fall ist. 

Eine dritte Erklärung hat H. Minkowski*‘), von der Bemerkung 
ausgehend, dass der Begriff des Volumens weniger Schwierigkeiten 
darbiete als der der Länge (und der der Oberfläche), mit folgenden 
Worten vorgeschlagen: „Es sei Ü eine Kurve. Um jeden Punkt von 
C als Mittelpunkt denke man sich eine Kugel mit dem Radius r ab- 
gegrenzt, unter r eine feste positive Grösse verstanden. Die Menge 
aller derjenigen Punkte des Raumes, welche in das Innere oder die 
Begrenzung von wenigstens einer dieser Kugeln zu liegen kommen, 
definiert uns den Bereich der Entfernung <r von der Kurve OÖ. Es 
sei Y(r) das Volumen dieses Bereiches (falls ihm ein bestimmtes 
Y®) für ein nach Null ab- 


er? 
nehmendes r (falls dieser Grenzwert existiert), als die Lünge der 
Kurve O eingeführt werden.“ 

Auf eine vierte Erklärung ist E. Schmidt“°) durch die Bemerkung 
geführt worden, dass der Begriff der Länge krummer Linien der un- 
mittelbaren Naturanschauung entspringe, indem ihn die Verbiegung 
gerader und die Streckung krummer linienförmiger Gegenstände erzeuge. 
Er erklärt zunächst ein „einfaches Kurvenstück“ als eine solche ganz 
im Endlichen liegende perfekte Punktmenge [I A5, Nr.11], welche 
sich auf die Gesamtheit der Punkte eines endlichen Geradenstücks ein- 
schliesslich seiner beiden Begrenzungspunkte abbilden lässt (Abbildung 
— eindeutige, stetige und eindeutig umkehrbare Zuordnung) und führt 
dann den Begriff der asphinktischen Abbildung durch folgende Erklärung 
ein: Ist die ganz im Endlichen liegende perfekte, beliebig im Raum 
verteilte Punktmenge « so auf die ganz im Endlichen liegende per- 
fekte, beliebig im Raum verteilte Punktmenge ß abgebildet, dass ß 
kein Punktepaar enthält, dessen Entfernung kleiner ist als die Ent- 


Volumen zukommt), so kann der Grenzwert 


47) H. Minkowski, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinigung 9 (1901), p. 115. 
48) E. Schmidt, Math. Ann. 55 (1901), p. 163. 
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fernung des entsprechenden Punktepaares in «, so heisst « auf ß 
asphinktisch abgebildet. Endlich nennt er ein einfaches Kurvenstück 
„rektifizierbar“, wenn es endliche Geradenstücke giebt, auf welche sich 
das Kurvenstück asphinktisch abbilden lässt, und erklärt die Länge 
des Kurvenstücks als die Länge des kleinsten jener Geradenstücke. 

Geschichtliche Nachweise über die Entwicklung des Begriffs 
Länge hat O. Stolz gegeben*”). 

Nachdem L. Scheeffer‘®) eingehende Untersuchungen darüber an- 
gestellt hatte, wann bei einem durch eine Gleichung von der Form 
y=f(«) dargestellten Gebilde noch von einer Länge die Rede sein 
könne, haben O©. Jordan?!) und E. Study?”) sowohl für diesen als für 
den allgemeinen Fall der Parameterdarstellung einer Linie neue und 
einfachere Formen der notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für das Vorhandensein einer Länge festgestellt. 

Wenn eine Linie ! in der zu Anfang dieser Nr. angegebenen 
Weise erklärt ist, und die Funktionen p(t),x(Ü),Y(f) in dem Inter- 
vall @...b einschliesslich beider Grenzen differenzierbar und ihre 
Ableitungen daselbst stetig sind, so kommt der Linie / immer eine 
Länge L zu und diese wird gegeben durch die Formel: 


L=/VPO+K OF + WO dt. 


Hat man für jeden Punkt einer von singulären Punkten freien 
Linie ! die positive Tangentenrichtung in irgend einer Weise (jedoch 
so, dass sie sich mit dem Berührungspunkt stetig ändert) festgelegt 
— z.B. im Fall Nr. 2, I als diejenige, deren Richtungscosinus bez. 
die gleichen Vorzeichen haben wie (kt), x (t), v’(Ü) — so pflegt 
man auch der Länge eines Bogens von /, der von irgend zwei n 
bestimmter Reihenfolge gegebenen Punkten A, B begrenzt wird, ein 
bestimmtes Vorzeichen beizulegen, indem man festsetzt, dass als Länge 
des Bogens AB diejenige positive oder negative Zahl bezeichnet werden 
soll, deren absoluter Wert die Länge im bisherigen Sinne angiebt, 


49) O. Stolz, Math. Ann. 18 (1881), p. 267 ff. Von geschichtlichem Interesse 
ist auch E. H. Dirksen, Berl. Abh. 1833, p. 123 ff., wo wohl zuerst, wenn auch 
unter spezielleren Voraussetzungen, als im Texte, die Länge des Bogens einer 
Raumkurve als Grenze eines einbeschriebenen Sehnenpolygons nachgewiesen ist. 
Entsprechende Nachweise finden sich daselbst auch für die Begriffe der Quadratur, 
Komplanation und Kubatur (Nrn. 25, 26, 28). 

50) L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884), p. 49 ff. (Auf p. 74 ist die Nr.i zu 
streichen.) 

51) ©. Jordan, Cours d’anal., 2. ed., 1, Paris 1893, p. 100 fi. 

52) E Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 312 ff. 
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und deren Vorzeichen + oder — ist, je nachdem ein den Bogen 
von A nach B durchlaufender Punkt in der positiven oder negativen 
Tangentenrichtung fortschreitet. 


Als ein Hülfsmittel für die Rektifikation mancher ebenen Linien 
giebt J. Steiner°”) den Satz an, dass jedes Stück einer Fusspunktlinie 
einer ebenen Linie } ebenso lang ist, wie derjenige Bogen, welcher 
beim Abrollen des entsprechenden Stückes von / auf einer festen 
Geraden von dem mit } fest verbundenen Pol der Fusspunktlinie be- 
schrieben wird. Über den Zusammenhang zwischen den Bogenlängen 
entsprechender Stücke von parallelen Linien vgl. Nr. 4. 


Die Anwendungen, welche die Theorie der elliptischen Integrale 
und Funktionen bei der Längenberechnung krummer Linien gefunden 
hat, sind eingehend besprochen in A. Einneper, Elliptische Funktionen ®%). 
In das gleiche Gebiet gehört eine dort nicht erwähnte Arbeit von 
R. v. Lilienthal”). 

Zur angenäherten Berechnung von Bogenlängen ebener sowohl 
wie gewundener Linien hat J. Somoff °°) die folgende Regel aufgestellt: 


„Die Länge eines genügend kleinen Bogens ist gleich vier Dritteln 
seiner Sehne, vermindert um den sechsten Teil der Summe, welche 
aus den beiden Projektionen dieser Sehne auf die an die Endpunkte 
des Bogens geführten Tangenten gebildet ist.“ 


11. Algebraisch rektifizierbare Linien. Eine Linie heisst alge- 
braisch rektifizierbar, wenn die Länge des zwischen einem festen 
Anfangs- und einem beweglichen Endpunkt enthaltenen Bogens der- 
selben eine algebraische Funktion der Koordinaten des Endpunktes 
ist. Nachdem @. Humbert?”) für die ebenen algebraischen Linien, 
welche algebraisch rektifizierbar sind, gezeigt hatte, dass zwischen 
der Länge s des Bogens einer solchen Linie und den Koordinaten 
x, y seines Endpunktes stets eine Gleichung von der Form: 


S—H”—=r(a,Y)- 1 de ke 


53) J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 35—36 — Ges. Werke 2, Berlin 1882, 
p. 101. Vgl. auch J. f. Math. 14 (1835), p. 89 = Ges. Werke 2, p. 28. Ein Be- 
weis steht in J. Bertrand, Traite de cale. diff. et de calc. int. 2, calcul inte- 
gral, Paris 1870, p. 372. 

54) 2. Aufl. herausg. von F. Müller, Halle 1890, p. 514—552 u. 560—564. 

55) R. v. Lilienthal, Zur Theorie der Kurven, deren Bogenlänge ein ellip- 
tisches Integral erster Art ist. Diss. Berlin 1882. 

56) J. Somoff, St. Pötersbourg Bull. 15, p. 257 — Math. Ann. 4 (1871), p. 505. 

57) @. Humbert, J. de math. (4) 4 (1888), p. 133—137. 
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besteht, wo s, eine Konstante und r eine rationale Funktion bedeutet, 
hat L. Koenigsberger®) unter Klarlegung der eigentlichen Quelle 
dieses Satzes Ausdehnungen desselben namentlich auch auf algebraische 
Raumkurven sowie auf transcendente ebene Linien gegeben. 

Eine ebene algebraische Linie ist dann und nur dann algebraisch 
rektifizierbar, wenn sie als Evolute zu einer algebraischen Linie gehört. 
Im Raume dagegen sind zwar die Filar-Evolventen (Nr. 33) jeder alge- 
braisch rektifizierbaren algebraischen Raumkurve wieder algebraische 
Linien, aber umgekehrt ist, wie P. Stäckel?”) gezeigt hat, eine Filar- 
Evolute einer algebraischen Raumkurve Ü nur dann wieder algebraisch 
(und dann auch stets algebraisch rektifizierbar), wenn der Sinus des 
Torsionswinkels (Nr.30) von / algebraisch von den Koordinaten des 
Punktes abhängt, auf den er sich bezieht. 

Die allgemeinste Form der Gleichungen aller algebraisch rektifi- 
zierbaren algebraischen Linien ergiebt sich aus der von @. Darbou« °°) 
gefundenen Lösung der Aufgabe (Nr. 13), auf die allgemeinste Weise, 
jedoch ohne Anwendung von Integralzeichen, vier Funktionen x, y, 2, S 
einer Veränderlichen so zu bestimmen, dass sie die Gleichung 
da? + dy? + d2?—= ds? erfüllen, wenn man die willkürlichen Funk- 
tionen, welche in den Ausdrücken für z,9,2,s auftreten, der Be- 
dingung unterwirft, algebraisch zu sein‘). Auf anderem Wege ist 
P. Stäckel®”) ebenfalls zur Bestimmung jener allgemeinsten Form 
gelangt. 


12. Minimalkurven. Wenn man sich nicht auf die alleinige 
Betrachtung reeller Gebilde beschränkt, so hat es einen Sinn, nach 
denjenigen Linien in der Ebene, bez. im Raume zu fragen, welche 
der Differentialgleichung: 


det dP—=0, be. det dp? + de— 0 


genügen, auf denen also jedes beliebige Bogenstück die Länge Null 
hat. Linien dieser Art heissen Minimalkurven ®) und, wenn sie durch 
lineare Gleichungen darstellbar sind, Minimalgerade. 


58) L. Koenigsberger, Math. Ann. 32 (1888), p. 589. 

59) P. Stäckel, Math. Ann. 43 (1893), p. 171—177, und 45 (1894), p. 341-343. 

60) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 314—319. 

61) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 314 u. 316. 

62) P. Stäckel, Math. Ann. 45 (1894), p. 341—356. 

63) Nach $. Lie, Math. Ann. 14 (1879), p. 337, der mit Hülfe des Begriffs 
der Minimalkurven die Lehre von den Minimalflächen in mancher Hinsicht ver- 
einfacht hat. Historische Angaben über das frühere Vorkommen des Begriffes 
macht 8. Lie, Geom. der Berührungstransformationen, dargestellt von $. Lie 
und @. Scheffers, 1, Leipzig 1896, p.433. Die Haupteigenschaften der Minimal- 
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Die ebenen Minimalkurven sind sämtlich Gerade und fallen mit 
den durch die „unendlichfernen Kreispunkte“ (III A 7) gehenden Geraden 
zusammen. Denn aus d® + dP? =0 folgt de --idy=0 oder 
x + iy== Const. Im Raume giebt es dagegen ausser Minimalgeraden 
(welche mit den den „Kugelkreis“ schneidenden Geraden überein- 
stimmen) auch nicht geradlinige Minimalkurven. Die Tangenten dieser 
letzteren sind sämtlich Minimalgerade und ihre Schmiegungsebenen 
berühren den Kugelkreis. Jede nicht geradlinige Minimalkurve kann 
daher als Rückkehrkante einer dem Kugelkreis umschriebenen ab- 
wickelbaren Fläche angesehen werden, d. h. einer Fläche, die von 
einer Schar imaginärer Ebenen: 

Ax+ By+0:+D=0 
umhüllt wird, in deren Gleichung A, B, 0, D beliebige, nur der Be- 
dingung: 
A-+-B+l=0 
unterworfene Funktionen einer Hülfsveränderlichen bedeuten. 


13. Lösung der Gleichung da? + dy? = ds?’ und ähnlicher 
Gleichungen ohne Anwendung von Integralzeichen. Die Diffe- 
rentialgleichung dx? + dy? + dz2=0 der Minimalkurven geht durch 
die Substitution 2 = is in 

da? + dy? = ds? 
über. Daher ist die Aufgabe, die Koordinaten x, y, 2 eines veränder- 
lichen Punktes einer Minimalkurve auf die allgemeinste Weise, jedoch 
ohne Anwendung von Integralzeichen, als Funktionen eines Para- 
meters ? darzustellen, gleichbedeutend mit der andern, auf die all- 
gemeinste Weise und ebenfalls ohne Anwendung von Integralzeichen 
drei Funktionen z,y,s einer Veränderlichen t so zu bestimmen, dass 
sie der Gleichung da?—+ dy? = ds? genügen. Diese letztere Aufgabe 


kann aber — wenn man von der allereinfachsten einer geraden Linie 
entsprechenden Lösung: 

z=at-+b, 

y=yYl—-a’t-+ec, 

ea 
wo a,b,c Konstante bedeuten‘), absieht — dadurch gelöst werden, 


geraden und -kurven sind bei @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Kurven, 
p. 6—7, 142 u. 335—346, entwickelt. Vgl. auch $. Lie, Vorl. üb. kontinuierliche 
Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, Leipzig 1893, p. 694—709. 

64) Wenn man in dieser elementaren Lösung die Konstanten a, b, c durch 
Funktionen von t ersetzt und dann verlangt, diese Funktionen ohne Anwendung 
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dass man x, y als die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der 
Evolute einer durch zwei beliebige Gleichungen: 


=), hl) 

gegebenen Linie / ansieht. Denn dann ergeben sich sowohl für x, y 
als für die Bogenlänge s des von dem Punkte x, y beschriebenen 
Weges — die sich ja von dem Krümmungsradius von } nur um eine 
Konstante unterscheiden kann (Nr. 16) — Ausdrücke der verlangten 
Art, die aus den Funktionen g(f), h(t) und deren Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung zusammengesetzt sind®). Weil jede ebene 
krumme Linie als Evolute einer anderen angesehen werden kann, erhält 
man so zugleich die allgemeinste Lösung. 

Da man auch noch die Freiheit hat, den Parameter # durch eine 
beliebige Funktion eines neuen Parameters 6 zu ersetzen, so lässt 
sich die Anzahl der vorkommenden willkürlichen Funktionen ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit auf eine ermässigen. Wählt man 
als neue unabhängige Veränderliche den Winkel @, welchen die Nor- 
male von / mit der Abscissenaxe bildet, so dass t als Funktion von ® 


durch die Gleichung: 
g (t) cos + h(t) sinO = 0 
bestimmt wird, und setzt man sodann: 
— 9g(t) c0s6 — h(t) sind = (9), 
so erhält man für x,%,s die folgenden bereits von L. Euler°®) an- 
gegebenen allgemeinsten Ausdrücke: 


<= og sind + 9” cos, 
Yy= — p 0080 + o” sin®, 
s=p+t9Pp, 

in denen g eine beliebige Funktion von # bezeichnet. 


Ersetzt man in den vorangehenden Formeln is durch z und lässt 
man zugleich für 0 und (6) beliebige komplexe Werte zu, so liefern 


von Integralzeichen so zu bestimmen, dass die Gleichungen dx = adt, dy = 
Vi — a?dt bestehen bleiben, so wird man auf die in den nachfolgenden Aus- 
führungen des Textes besprochene allgemeine Lösung geführt. Vgl. $. F. Lacroix, 
Traite du cale. diff. et du cale. int., 2. ed. 2, Paris 1814, p. 698—700. 

65) Auf diesem Wege hat schon J. Newton in seiner Methodus fluxionum 
die Aufgabe gelöst: „Invenire quotlibet Curvas quarum Longitudo finita Aequa- 
tione possit exprimi“. Vgl. J: Newtoni Opuscula mathematica 1, Lausannae 
& Genevae 1744, p. 178. 

66) Nach einer Angabe, welche @. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), 
p. 236—237, ohne nähere Angabe der betreffenden Stelle macht. 


13. Lösung der Gleichung dx? + dy? = ds”. N 


sie die allgemeinste von Integralzeichen freie Parameterdarstellung 
einer Minimalkurve Durch die Substitution: 


0—2artgr, PN ;,./W), 


wo f(r) eine willkürliche Funktion des neuen Parameters r bedeutet, 
und durch Vertauschung von y mit z ergiebt sich die von K. Weier- 
strass®') benutzte Darstellung: 
2 dd + Hd), 
y-illt+ fd) irf’@) + 2ife), 
227”) 2) 
der Minimalkurven. 

Auf dem umgekehrten Wege ist @. Darboux zum Ziel gelangt, 
indem er von der am Schluss der Nr. 12 gemachten Bemerkung aus- 
sing und daraus folgerte, dass man die allgemeinste Parameterdar- 
stellung der (nicht geradlinigen) Minimalkurven erhalten könne, indem 
man zunächst irgend drei Funktionen A, BD, C einer Veränderlichen { 
so annımmt, dass sie die Bedingung: 

4#+DP+0’=0 
erfüllen (während jedoch (=) -+- ) -- (N) von Null verschieden 
ist), und sodann, unter « eine vierte ganz willkürliche Funktion von £ 
verstehend, x, %y,2 aus den Gleichungen: 


Ax+By+(lz-u=0, 
dA dB dl du 
ee eur 
d?A d’B d?C d? 
tete tn 
als Funktionen von t bestimmt?). 
Die allgemeinere Aufgabe, ohne Anwendung von Integralzeichen 


auf die allgemeinste Weise vier Funktionen x, y,2,s einer Veränder- 
lichen it so zu bestimmen, dass die Gleichung: 


da? + dy? + d2? = ds? 


besteht, und die entsprechende Aufgabe für einen Raum von beliebig 

vielen Dimensionen sind zuerst von J. A. Serret‘”) gelöst worden. 
Ein anderes durch Wahrung der Symmetrie sich auszeichnendes 

Lösungsverfahren, welches auch auf andere homogene Gleichungen 


67) K. Weierstrass, Berl. Monatsber. 1866, p. 619. 
68) G@. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), p. 236— 237. 
69) J. A. Serret, J. de math. (1) 13 (1848), p. 353. 
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zwischen mehreren Differentialen ausgedehnt werden kann, hat @. Dar- 
boux angegeben. Dasselbe besteht in folgendem: Man wähle für «, ß, y 
nach Belieben irgend drei der Bedingung: 


ae 
unterworfene Funktionen von £, bilde die Determinanten: 
dß dy Re: dy d« da dß 
ER % dt dt dt 
d:B d’y m y da ee, d2c d?ß ar 
| dt? dt? a dt? dt? di? 


und bestimme sodann, unter « eine beliebige Funktion von t ver- 
stehend, drei Funktionen a, b,c von £ so, dass die Gleichungen: 


Aatub+v=u, 
da di va el 


ER RR 
d’v d’u 
(m at Geb + Ge = in 
bestehen. 
Dann sind: 

dar 
Au? ap. Ialaye 

=uas-+a 

y=ßs-b, 

z=ys+tec 


vier Ausdrücke der verlangten Beschaffenheit”). Durch zweckmässige 
Einführung abkürzender Bezeichnungen für drei aus den Ableitungen 
erster bis vierter Ordnung der Funktionen «, ß, y zusammengesetzte 
Determinanten ist es G. Darboux gelungen, die endgültigen Aus- 
drücke für x,9,2,s durch die Funktionen «, ß,y,u und deren Ab- 
leitungen in verhältnismässig kurzer Form darzustellen ’t). 


14. Krümmung ebener Linien. Wenn P, ein gewöhnlicher 
Punkt einer ebenen Linie } und diese letztere in der Nähe von P, 
krumm ist, so schneiden sich die in P, und einem von P, verschie- 
denen Punkt © der Linie / auf dieser errichteten Normalen in einem 


70) @. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), p. 239—240. Weitere Ausfüh- 
rungen J. de math. (4) 3 (1887), p. 305. Dort wird auch der Ausnahmefall er- 
örtert, dass die Determinante aus den Funktionen A, u, v und ihren Ableitungen 
1. und 2. Ordnung gleich Null ist, und gezeigt, dass derselbe auf die ent- 
sprechende Aufgabe für weniger Veränderliche führt. 

71) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 317—319. 
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im Endlichen liegenden Punkte $S, sobald der Abstand P,Q unter 
einer gewissen Grenze liegt. Ist ferner bei Anwendung der in Nr. 2 
erklärten Bezeichnungen: 


im Fall I die Determinante x, Y% — Yo &% > 
an BallIl'der Ausdruck RB — 26, EKF - RR 


an der Stelle z,, %, bezw. der Wert y, von Null verschieden, so 
nähert sich der Punkt $ bei unbegrenzter Annäherung des Punktes Q 
an den Punkt P, unbegrenzt einem festen im Endlichen liegenden 
Punkte M,. 

Dieser Punkt M, heisst der Krümmungsmittelpunkt, der Abstand 
der Punkte M,, P, heisst der Krümmungsradius, der reziproke Wert 
des Krümmungsradius heisst die Krümmung und der mit dem Radius 
M,f, um M, als Mittelpunkt beschriebene Kreis heisst der Krüm- 
mungskreis (Oskulationskreis) der Linie ! im Punkte P,.””) 

Wenn dagegen in einem der soeben unterschiedenen Fälle der 
Ausdruck, von welchem vorausgesetzt wurde, dass er von Null ver- 
schieden sei, den Wert Null hat, während alle übrigen Voraussetzungen 
bestehen bleiben, so entfernt sich der Punkt 5 ins Unendliche, wenn 
0 dem Punkt P, unbegrenzt nahe rückt. Von einem eigentlichen 
Krümmungsmittelpunkt und einem Krümmungsradius kann dann nicht 
mehr die Rede sein. An die Stelle des Krümmungskreises tritt die 
Tangente von ! in P,, und die Krümmung ist gleich Null zu setzen. 

Wenn man durch drei von einander verschiedene Punkte P, ©, R 
von / einen Kreis % hindurchlegst und sodann die Punkte P, Q, R dem 
Punkte P, unbegrenzt annähert, so nähert sich der Kreis % unbegrenzt 
dem Krümmungskreise von / in P,, gleichgültig in welcher Weise 
die Annäherung der Punkte P, Q, R an P, erfolgt“?). Der Krüm- 
mungskreis kann daher auch erklärt werden als die Grenzlage des 
durch P, und zwei unendlich nahe Nachbarpunkte gehenden Kreises, 
oder als die Grenzlage desjenigen Kreises, welcher ! in P, berührt 
und durch einen unendlich nahen Nachbarpunkt geht, oder endlich 


72) Historisches über das erste Auftreten dieser Begriffe bei Huygens, 
Leibniz und Newton findet sich in Haas, Versuch einer Darst. d. Gesch. d. 
Krgsm., p. 8—11, und M.Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1894/98, 
p. 134—138 u. 169 ff. — Über die Ausdehnung des Begriffs der Krümmung 
auf singuläre Punkte und über die Ermittelung der Krümmungskreise der durch 
einen solchen Punkt gehenden Linienzweige vgl. L. Painvin, Ann. di mat. (2) 4 
(1870/71), p. 215. 

73) Die Hülfsmittel zum Beweise hat H. A. Schwarz, Ann. di mat. (2) 
10 (1880/82), p. 129 —= Ges. math. Abhandl. 2, Berlin 1890, p. 296 geliefert. 
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als die Grenzlage desjenigen Kreises, welcher durch P, geht und I 
in einem unendlich nahen Nachbarpunkt berührt. | 

Der Krümmungskreis von / in P, hat in diesem Punkte mit / 
eine Berührung von der zweiten oder einer höheren Ordnung und ist 
der einzige Kreis, dem diese Eigenschaft zukommt. Diejenigen Punkte 
einer Linie /, in welchen der Krümmungskreis mit 7 eine Berührung 
von höherer als der zweiten Ordnung hat, heissen Scheitel von |. 

Ist unter der Voraussetzung, dass zu P, ein im Endlichen 
liegender Krümmungsmittelpunkt gehört, irgend ein durch P, hin- 
durchgehender Kreis gegeben, dessen Mittelpunkt im Innern der Strecke 
M,FP, oder auf ihrer Verlängerung über P, hinaus liegt, so verläuft 
die Linie ! in hinreichender Nähe von P, ausserhalb dieses Kreises. 
Ist dagegen um einen Mittelpunkt, welcher der Verlängerung von 
M,P, über M, hinaus angehört, ein durch P, gehender Kreis be- 
schrieben, so liegt ! in hinreichender Nähe von P, im Innern dieses 
Kreises. Der Krümmungskreis von / in P, bildet den Übergang 
zwischen den beiden eben erwähnten Arten von Kreisen und ist im 
allgemeinen so beschaffen, dass sich auf Z in jeder Nähe von P, 
sowohl Punkte finden, welche ausserhalb, als auch Punkte, welche 
innerhalb des Krümmungskreises liegen. 

Hat ! in ?, die Krümmung Null, so liegt 7 in der Nähe von P, 
ausserhalb eines jeden Kreises, welcher ! in P, berührt. 

Unter den im Anfang dieser Nummer gemachten Voraussetzungen 
und bei Anwendung der in Nr. 2 angegebenen Bezeichnungen ergeben 
sich für die Koordinaten &,, 7, des Mittelpunktes und das Quadrat des 
Radius o, des zu P, gehörenden Krümmungskreises von ! die folgenden 
Ausdrücke: Di 
A) u a Y& +”) 


’ „ [2 „ 9 
% Y —Y % 


x, (& y a Y *) 


Yo ——— %Y% + Ko Yy aM a P) 
0 = (& "+ 9”) io) 
NN (Ye Vi Ye . 
2 2 
(IT) u=n—|p E a F=]| ’ 
FE NEE ay & yr Yun Is yaım 
F(F>+F3 
»—=%—-|R FFaR FRHE 7 | : 
SE xy % tr 0. %,Y%9,Yo 


74) Andere Gestalten dieser Formel in L. A. Sohncke's Samml. v. Aufg. 1, 
8 22, 4. Aufl., p. 147. — Vereinfachungen der Ausdrücke für &,, 0, 0, durch 
zweckmässige Wahl des Parameters giebt @. Scheffers, Einf. in die Theorie der 
Kurven, p. 30—31, 
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In Eisenbahnkurven pflest man unter Voraussetzung einer den 
Umständen angemessenen Fahrgeschwindigkeit zur Ausgleichung der 
Fliehkraft die äussere Schiene höher zu legen als die innere. Da 
aber die Höhe der äusseren Schiene keinen plötzlichen Sprung erleiden 
darf, ist es nicht möglich, an eine geradlinige Strecke direkt eine 
kreisförmige Kurve anzuschliessen. Man muss vielmehr zwischen beide 
ein Kurvenstück einschalten, längs dessen die Krümmung stetig von 
Null bis zu demjenigen Werte zunimmt, welcher dem anzuschliessenden 
Kreisbogen entspricht. Ein Kurvenstück dieser Art kann man da- 
durch erhalten, dass man nach willkürlicher Annahme eines ‘oberhalb 
2 gelegenen konstanten Exponenten « und nach geeigneter Bestim- 
mung eines konstanten Koeffizienten a von der durch die Gleichung 
y = ax“ dargestellten Linie ein im Nullpunkt beginnendes Stück von 
geeigneter Grösse abschneidet”®). 

Hat man für eine von singulären Punkten freie ebene Linie / die 
positive Tangentenrichtung festgelegt und zugleich in der Ebene von / 
einen bestimmten Drehungssinn als positiven angenommen, so pflegt 
man die positive Richtung der Normale durch die Bedingung festzu- 
stellen, sie solle aus der positiven Tangentenrichtung durch eine posi- 
tive Drehung um einen rechten Winkel hervorgehen. Nach solchen 
Festsetzungen legt man vielfach auch der Krümmung und dem Krüm- 
mungsradius bestimmte Vorzeichen bei, indem man unter der Krümmung 
von / in einem Punkte P diejenige positive oder negative Zahl ver- 
steht, deren absoluter Wert die Krümmung im bisherigen Sinne angiebt, 
während ihr Vorzeichen + oder — ist, je nachdem der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der positiven oder der negativen Normale liegst, — und 


75) Über das Abstecken und die praktische Ausführung solcher Übergangs- 
kurven vgl. F. R. Helmert, Die Übergangskurven für Eisenbahngeleise, Aachen 
1872; W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde 2, 5. Aufl. Stuttgart 1897, 
p. 748—752; H. Oostinjer, Organ für die Fortschritte des Eisenbahnwesens, Neue 
Folge 34, Wiesbaden 1897, p. 178—179, und A.Francke, ebendas. 36 (1899), 
p. 265—268. 
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sodann den Krümmungsradius dem reziproken Wert der so erklärten 
Krümmung gleichsetzt. 

Ferner ordnet man häufig jedem Punkt P von / denjenigen 
Punkt @ auf dem Umfang eines in der Ebene von liegenden Kreises 
vom Radius 1 zu, in welchem der von Q nach dem Mittelpunkt des 
Kreises gehende Radius zu der positiven Normale von ! in P parallel 
und gleichgerichtet ist (Abbildung auf den Einheitskreis durch parallele 
Normalen) — mit der weiteren Festsetzung, dass bei Berechnung der 
Länge eines von Q durchlaufenen Weges jeder einzelne Teil desselben 
mit dem Vorzeichen + oder — in Anschlag gebracht werden soll, 
je nachdem er von @ im positiven oder negativen Drehungssinn be- 
schrieben wird. Sind dann A, B irgend zwei Punkte von /, so nennt 
man die Länge des Weges, welchen Q durchläuft, während P stetig 
von A zu B übergeht, die ganze Krümmung des Bogens AB, und den 
Quotienten, den man erhält, indem man die ganze Krümmung eines 
Bogens durch dessen (nach Nr. 10 mit einem bestimmten Vorzeichen 
versehene) Länge dividiert, die mittlere Krümmung dieses Bogens"*). 

Rücken auf ! zwei Punkte P,, P, einem festen Punkt P, gleich- 
zeitig unbegrenzt nahe, so nähert sich die mittlere Krümmung des 
Bogens P,P, unbegrenzt der — nach dem obigen mit einem be- 
stimmten Vorzeichen versehenen — Krümmung von ! in P,. 

Ist r die ganze Krümmung des zwischen einem festen Anfangs- 
punkt A und einem beweglichen Endpunkt P enthaltenen Bogens 
von /, ferner s die Länge dieses Bogens, % die Krümmung und o 
der Krümmungsradius von ! in P, so ist dem vorstehenden gemäss 


Immer: 


1 dr 
ra 


Und wenn im Fall Nr. 2, I die Richtung der wachsenden £ als posi- 
tive Tangentenrichtung gewählt ist, so gilt ferner die Gleichung: 


EN py — yg' 
ne 
Vo’+x 


wo der Wurzel ihr. positiver Wert beizulegen ist. Dieser letzteren 


? 


76) Diese Begriffe sind erst nach dem Erscheinen und durch den Einfluss 
von ©. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comm. Gott. 6 
(1828) — Werke 4, p. 217 ff. in Gebrauch gekommen. Gauss selbst hat’sie in 
dem ersten Entwurf dieser Abhandlung (1825), Werke 8, p. 408 ff. (vgl. auch 
p. 397 u. 398) vollständig entwickelt, sich aber dann bei deren endgültiger Ab- 
fassung auf die Erklärung der entsprechenden Begriffe für Flächen (Nr. 36) be- 
schränkt. 
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Formel kann man, indem man ? als die während der Bewegung von P 
verfliessende Zeit auffasst, die Deutung geben: 
Beschleunigung in der positiven Normalenrichtung 
Quadrat der Geschwindigkeit 

Unter dem zu einem Bogenelement ds einer Linie ? gehörenden Kon- 
tingenzwinkel versteht man den spitzen Winkel zwischen den Tan- 
genten von / in den Endpunkten von ds. Wenn man jedoch der 
Krümmung und der von einem festen Anfangspunkt an gemessenen 
Bogenlänge s von ! bestimmte Vorzeichen beilegt, so pflegt man auch 
die eben gegebene Erklärung schärfer zu fassen und den erwähnten 
Winkel erst dann als den ds entsprechenden Kontingenzwinkel von I 
zu bezeichnen, nachdem er mit demjenigen Vorzeichen versehen ist, 
welches ihn mit dem zu ds gehörenden Differential der ganzen Krüm- 
mung des Bogens s in Übereinstimmung bringt. 

Die Krümmung % einer ebenen Linie ist eine Differentialinvariante 
(II A 6, Nr. 13) derselben gegenüber allen Bewegungen in der Ebene. 
Dasselbe gilt von den in Bezug auf die ganze Krümmung 7 ge- 


Krümmung = 


i ARedaR 3 ; i 
nommenen Ableitungen —— , -—; Zugleich stellen die Funktionen: 
dr’ dt?’ 
1; dk d’k 
En RE 
an deren Stelle man auch: 
EEE» 
k, ds’ ds?’ RN? 
oder: 
de d’e 
0, dt’ dr?’ aß; 
oder: 


0, ds’ ds?’ > 


nehmen könnte, insofern alle wesentlichen Differentialinvarianten gegen- 
über Bewegungen in der Ebene dar, als sich jede solche Differential- 
invariante als eine Funktion der Glieder einer beliebigen dieser Reihen 
darstellen lässt”). 

Als Krümmungsschwerpunkt einer ebenen Linie l bezeichnet 
J. Steiner ”®) denjenigen Punkt, welcher der Schwerpunkt von I wird, 
wenn man diese Linie so mit Masse belegt, dass deren Dichtigkeit 
überall der Krümmung von / proportional wird. 


77) Vgl. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Kurven, $ 8, p. 42—50. 
Über Krümmungsdifferentialinvarianten gegenüber beliebigen projektiven, sowie 
allgemeinen Punkt- und Berührungstransformationen s. IB 2, Nr. 21, 22. 

78) J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 33 = Ges. Werke 2, p. 99; C. Neu- 
mann, Ann. di mat. (2) 1 (1867/68), p. 280; für Flächen ebenda, p. 283. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 3, 3 


34 IID1,2. H.v. Mangoldt. Anwendung der Differential- u. Integralrechnung. 


15. Natürliche Gleichung einer ebenen Linie. Wenn zwischen 
zwei reellen Veränderlichen s, og eine Gleichung f(s, oe) = 0 gegeben 
ist, durch welche o für ein den Wert s=0 enthaltendes Intervall 
als eine von Null verschiedene Funktion von s bestimmt wird, so 
kann man von einer ebenen Linie / fordern, sie solle von singulären 
Punkten frei und ausserdem so beschaffen sein, dass ihre von einem 
festen Anfangs- bis zu einem beweglichen Endpunkt P gemessene 
und in der einen Richtung positiv, in der andern negativ gerechnete 
Bogenlänge mit s und ihr (gemäss dem Vorangehenden als positiv oder 
negativ anzusehender) Krümmungsradius in P mit o übereinstimmt. 
Durch diese Forderung wird die Gestalt von / bestimmt, während die 
Lage unbestimmt bleibt. Eine Gleichung dieser Art heisst eine natür- 
liche Gleichung (equazione intrinseca) der betreffenden Linie”®). 

Aus der natürlichen Gleichung f(s,o) = 0 einer Linie kann man 
eine Parameterdarstellung derselben gewinnen, indem man zunächst 
eine Funktion z von s durch die Gleichung: | 


ds 


Tv = —— 


® 


bestimmt, wobei die Integrationskonstante willkürlich gewählt werden 
kann, und sodann: 


x—= Jcost.ds, y= [sinds 
setzt. 
Hat man aus der natürlichen Gleichung einer Linie / die Krüm- 


mung %k -=- als Funktion der Bogenlänge s berechnet: 
k=g (8), 


so erhält man, wenn r die ganze Krümmung des Bogens s bezeichnet, 
zunächst: 


79) Vgl. auch Nr. 32. — Allgemeine Regeln und zahlreiche Beispiele für 
die Ermittelung gestaltlicher Eigenschaften einer Linie aus ihrer natürlichen 
Gleichung giebt E. Cesäro, Geom. intrinseca, p. 6—19, und auch in den nächst- 
folgenden Kapiteln. Insbesondere wird die Ermittelung der etwa vorhandenen 
Spitzen, Wendepunkte, -Asymptoten, asymptotischen Punkte und asymptotischen 
Kreise besprochen. Ferner werden einerseits die natürlichen Gleichungen vieler 
bekannter Linien entwickelt, die sich in rechtwinkligen oder Polarkoordinaten 
durch einfache Gleichungen darstellen lassen (Kegelschnitte, Cassinoide, Ketten- 
linie, Traktrix, Kreisevolvente, Cykloide u. a.) und andererseits die Gestalten 
solcher Linien untersucht, die durch natürliche Gleichungen einfacher Art, z.B. 
eine quadratische Gleichung zwischen s und eo, bestimmt sind. Auch die Auf- 
gabe, eine ebene Linie aus gegebenen Eigenschaften zu bestimmen, wird in 
einer grossen Zahl von Fällen durch Ermittelung der natürlichen Gleichung 
gelöst, 
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dk dk ds dk 1 ge 


du dsl demildsiuk.. g(6)} 
und kann aus dieser und der vorangehenden Gleichung durch Elimi- 
nation von s eine Gleichung: 


To) 


zwischen den beiden ersten Differentialinvarıanten % und er ableiten. 


Abweichend von der soeben gegebenen Erklärung nennt @. Scheffers ®°) 
diese letztere Gleichung die natürliche Gleichung von /!, weil sie, 
sobald % nicht konstant ist, ebenfalls die Gestalt von } bestimmt und 
dabei den Vorzug hat, sich nicht zu ändern, wenn der Anfangspunkt 
der Bogenlängen auf / verschoben wird. Eine Parameterdarstellung 
von / kann man aus ihr dadurch.gewinnen, dass man aus der Glei- 


chung il Ei —= r, in welcher die Integrationskonstante beliebig ge- 


wählt werden darf, k als Funktion von r berechnet und sodann: 
far, ja 


16. Evoluten und Evolventen. Die Gesamtheit aller zu den 
einzelnen Punkten einer ebenen Linie } gehörenden Krümmungsmittel- 
punkte von } heisst die Krümmungsmittelpunktslinie oder die Evolute ®*) 
von l. Wenn eine ebene Linie / von singulären Punkten frei und so 
beschaffen ist, dass zu jedem ihrer Punkte ein im Endlichen gelegener 
Krümmungsmittelpunkt gehört, und verschiedenen Punkten von } auch 
verschiedene Krümmungsmittelpunkte entsprechen, so stimmt die Nor- 
male von } in einem beliebigen Punkte P stets mit der Tangente der 
Evolute von 2 in dem zu P gehörenden Krümmungsmittelpunkt überein. 
Sind ferner A, B irgend zwei Punkte von !, und hat das von ihnen 
begrenzte Stück AB. von I die Eigenschaft, dass der zu einem beweg- 
lichen Punkt P dieses Stückes gehörende :Krümmungsradius von 
beständig zu- oder beständig abnimmt, wenn P das Stück AD, ohne 
umzukehren, durchläuft, so ist die Länge des zu ADB gehörenden 
Stückes der Evolute von / gleich der Differenz der Krümmungsradien 
von. in den Punkten A und B. Das Stück AB kann daher als die 
Bahn angesehen werden, welche von dem freien Endpunkt eines un- 


setzt. 


80) Einführung in die Theorie der Kurven, p. 52. Vgl. auch p. 210—211. 
81) Diese Bezeichnung stammt von Ch. Huygens; vgl. M. Cantor, Vorles. 
üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1898, p. 134. — Eine Erweiterung des Begriffes 
wird in Nr, 83 ER en; 
3* 
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ausdehnbaren und gespannt bleibenden Fadens bei der Aufwickelung 
dieses letzteren auf, oder bei seiner Abwickelung von der Evolute 
beschrieben wird. 

Während zu einer gegebenen Linie nur eine Evolute gehört, giebt 
es umgekehrt, wenn eine krumme ebene Linie e gegeben ist, unend- 
lich viele verschiedene Linien, welche e als Evolute haben. Diese 
Linien heissen Evolventen von e. Sie sind alle einander parallel und 
entstehen aus e in der angegebenen Weise durch Auf- oder Abwicke- 
lung eines Fadens. 


17. Konstruktionen von Krümmungsmittelpunkten. Bei den 
„eyklischen“ Linien (solchen, die von einem mit einem Kreise fest ver- 
bundenen Punkte beim Abrollen dieses Kreises auf einem andern festen 
Kreise erzeugt werden können) besteht (IV 3, 
Nr. 9) die folgende zuerst von L. Euler?) in 
anderer Form abgeleitete, später von Savary °°) 
in seinen Vorlesungen benutzte und daher 
als Savary’sche Gleichung bekannte Beziehung: 
In einer Ebene seien (Fig.2) x ein fester 
Kreis, FT der Mittelpunkt desselben, % ein 
beweglicher auf x rollender Kreis, P ein 
mit % fest verbundener Punkt, ! die von P 
beschriebene Bahn, P, ein beliebiger Punkt 
derselben, TT, der zugehörige Krümmungs- 
mittelpunkt von ! und B,, C, beziehentlich die 
Punkte, mit welchen der Berührungspunkt 
beider Kreise und der Mittelpunkt von % 
im Augenblick des Durchgangs von P durch 
P, zusammenfallen. Bezeichnet dann, nach 
willkürlicher Festlegung der positiven Rich- 
tungen der 5, mit O, und P, verbindenden 
Geraden, ö den Winkel zwischen diesen positiven Richtungen, so ist 
bei Beachtung der am Schluss der Nr. 2 angegebenen Vorzeichenregel: 


( In“, Ian 1 ART, 
In Weine ) 
BIT, D.P, BU 20, 


82) L. Euler, Novi Comment. Acad. Petrop. 11 (1765), p. 207, Supplemen- 
tum: „De figura dentium rotarum“. 

83) Vgl. J. de math. (1) 10 (1845), p. 205. 

34) Geometrische Herleitungen der Gleichung geben ©. F. A. Leroy, Traite 
de geom. descriptive, 2. &d. Paris 1842, 7. &d. 1865, livre 9, chap. 3; A. Transon, 
J. de math. (1) 10 (1845), p. 148 ff. und L. Burmester, Lehrb. d. Kinematik, 1, 
Leipzig 1888, p. 125. 


Fig. 2. 
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In Verbindung mit dieser Gleichung hat schon Savary ®°) die folgende 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes TT, angegeben: Man er- 
richte in D, auf P,D, eine Senkrechte und bringe dieselbe mit P,C, 
zum Durchschnitt in $. Dann schneiden sich die Geraden TS und 
P,B, in dem gesuchten Krümmungsmittelpunkt TT,. 

Diese Konstruktion und die Savary'sche Gleichung bleiben auch 
dann anwendbar, wenn in einer Ebene die Bewegung einer starren 
Figur % durch das Abrollen einer beliebigen „Polkurve“ p auf einer 
beliebigen festen „Polbahn“ x bestimmt ist. Denn die Bahn irgend 
eines zu 7% gehörenden Punktes P hat an jeder Stelle P, den gleichen 
Krümmungsmittelpunkt wie diejenige Bahn, die sich ergeben würde, 
wenn man die Linien p und x in dem Augenblick, wo P durch P, 
hindurchgeht, durch ihre zu dem augenblicklichen Berührungspunkt 
gehörenden Krümmungskreise ersetzte. 

Da der Krümmungsmittelpunkt einer Linie stets mit demjenigen 
Punkt übereinstimmt, in welchem die beweglich gedachte Normale 
ihre Hüllbahn berührt, so kann man zur Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes einer gegebenen Linie in einem gegebenen Punkte ferner 
die Hülfsmittel anwenden, welche die Kinematik zur Auffindung des 
Berührungspunktes einer bewegten Geraden mit ihrer Hüllbahn dar- 
bietet (IV 3, Nr.9). Hülfsmittel dieser Art und mannigfache An- 
wendungen derselben zur Konstruktion von Krümmungsmittelpunkten 
geben A. Mannheim°®) und L. Burmester®‘.. Noch ein anderes auf 
dem gleichen Grundgedanken beruhendes Konstruktionsverfahren, welches 
insbesondere bei den „eyklischen“ Linien zum Ziel führt, hat W. Hart- 
mann °®) angegeben. 

Für die Kegelschnitte gilt nach J. Steiner”) der folgende Satz: 
Diejenige Parabel, welche die zu einem beliebigen Punkte P des Kegel- 
schnitts gehörende Tangente und Normale und ausserdem (bei der 
Ellipse oder Hyperbel) die beiden Hauptaxen berührt, beziehungsweise 
(bei der Parabel) die Axe zur Scheiteltangente hat, berührt die Nor- 
male in dem zu P gehörenden Krümmungsmittelpunkt. Hieraus kann 


85) Vgl. ©. F. A. Leroy, a. a. O. 

86) A. Mannheim, Nouv. Ann. (1) 16 (1857), p. 322 (Kegelschnitte); ebd. 18 
(1859), p. 371 (cyklische Linien), und Ann. di mat. (1) 1 (1858), p. 364. 

87) L. Bwrmester, Lehrb. d. Kinematik, 1, Leipzig 1888, p. 63 (Verfolgungs- 
kurven), p. 90, 93—96 u. 141—142 (cyklische Linien). 

88) W. Hartmann, Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 37 (1893), 
p. 95. 

89) J. Steiner, Vorles. üb. synthet. Geom. 2, bearb. v. H. Schröter, Leipzig 
1867, p. 214—223. Vgl. auch A. Mannheim, Nouv. Ann. (1) 16 (1857), p. 328. 
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man, wie (©. Pelz°®) gezeigt hat, die vielen bekannten Konstruktionen 
für die Krümmungsmittelpunkte der Kegelschnitte ableiten. 

Ist in einer Ebene eine Linie A als die Hüllbahn einer bewegten 
starren Linie } erklärt, so kann die Auffindung ihres Krümmungs- 


ol’ 
Fig. 3. 


mittelpunktes in einem gegebenen Punkte, 
wie wohl P. Serret?”!) zuerst ausdrücklich 
hervorgehoben hat, auf die gleiche Aufgabe 
für eine als Punktbahn . gegebene Linie 
zurückgeführt werden. Ist nämlich (Fig. 3) 
P ein beliebiger Punkt von A und A der- 
jenige (mit I fest verbunden zu denkende) 
Punkt von /, welcher mit P in dem 
Augenblick zusammenfällt, wo ! die Hüll- 
bahn A in P berührt, ist ferner M der zu 
A gehörende Krümmungsmittelpunkt von ! 
und m die Bahn von M, so stimmt der 
Krümmungsmittelpunkt C von A: m P 
überein mit dem Krümmungsmittelpunkt 
von m in demjenigen Punkt, wo M sich 


in dem erwähnten Augenblick befindet. 


Durch Verbindung dieses Satzes mit der Savary’schen Gleichung 
und der Bobillierschen Konstruktion (Nr. 6) ergiebt sich eine ein- 
fache Lösung?) der folgenden Aufgabe: In einer Ebene (Fig. 4) sei 


die Bewegung einer starren 
Figur % dadurch bestimmt, 
dass zwei zu %% gehörende 
Linien f, U beziehentlich auf 
zwei festen Linien 9, A 
gleiten. Man soll für die 
Hüllbahn Ö einer dritten zu 
5 gehörenden Linie d den 
Krümmungsmittelpunkt in 
einem gegebenen Punkte A 
unter der Voraussetzung 
konstruieren, dass für den 
® Augenblick, wo d und 6 
einander in A berühren, der 


90) ©. Pelz, Prag. Ber. 1879, p. 205. 
91) P. Serret, Des methodes en geometrie, Paris 1855, p. 83. 
92) Vgl. L. Burmester, Kinematik, 1, p. 100, oder A. Mannheim, J. €c. polyt. 
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zu A gehörende Krümmungsmittelpunkt D von d sowie die zu 
den Berührungspunkten von f mit @ und von / mit A gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte F, ®, L, A dieser vier Linien gegeben seien”). 
Bestimmt man nämlich den Schnittpunkt P der Geraden ®F, AL, 
ferner den Schnittpunkt @ der Geraden ®A, FL, und macht sodann 
den Winkel DP® in gleichem Sinne gleich dem Winkel ZPQ, so 
braucht man nur die Gerade FD bis zum Schnittpunkt ®’ mit der 
Geraden PQ’ zu ziehen und Q@ mit ® zu verbinden. Dann ist der 
Schnittpunkt A der Geraden Q’®, PD der gesuchte zu A gehörende 
Krümmungsmittelpunkt von d.”*) 

Diese Aufgabe und ihre Lösung können dadurch, dass man eine 
oder mehrere der Linien d, f, 9, 1,A zu Punkten zusammenschrumpfen 
lässt, in mannigfaltiger Weise spezialisiert werden. 

Wie unter ähnlichen Voraussetzungen die zum augenblicklichen 
Pol gehörenden Krümmungsmittelpunkte der Polkurve und der Pol- 
bahn konstruiert werden können, hat M. Grübler ”) gezeigt. 

Einen geeigneten Ausgangspunkt für die Entwickelung von Kon- 
struktionen des Krümmungsradius oe einer Linie / bildet auch die 
Formel (vgl. Nr. 14): 

zz —, 
wo v die Geschwindigkeit und n die Normalbeschleunigung eines auf 
l bewegten Punktes P bedeutet. Auf diesem Wege hat .Bresse”°) die 
Aufgabe unter Hinzufügung von Beispielen eingehend behandelt und 
die Anwendbarkeit der obigen Formel nachgewiesen: 


1) für den Fall, dass } als Bahn eines Punktes P einer in 
der Ebene von / sich bewegenden starren Figur gegeben ist und 


21, cah. 37 (1858), p. 185—187. Die ersten Lösungen der allgemeinen Aufgabe 
oder spezieller Fälle derselben wurden von A. Transon, J. de math. (1) 10 (1845), 
p. 154—155, Chasles, ibid. p. 206—207, und Bobsllier, Cours de geom. (12. dd. 
1870, p. 232) gegeben. 

93) An Stelle des einen Paares zusammengehörender Krümmungsmittel- 
punkte könnte auch die zum augenblicklichen Pol gehörende Tangente der Pol- 
bahn gegeben sein. Vgl. Burmester, Kinematik 1, p. 99, oder A. Mannheim, 
a. a. OÖ. p. 187. 

94) Über die quadratische Verwandtschaft, welche entsteht, wenn man 
durch diese Konstruktion jedem Punkt D einen Punkt A zuordnet vgl. A. Schoen- 
flies, Geometrie der Bewegung, Leipzig 1886, p. 12—22 (IV 3, Nr. 4). 

95) M. Grübler, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), p. 212 und p. 382—383. 

96) Oh. Bresse, J. &c. polyt. 20, cah. 35 (1853), p. 89. Weitere Beispiele giebt 
W. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte 1, 2. Aufl., Leipzig 1879, p. 465. 
Ebenda, p. 473, Angaben über neuere Litteratur. 
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für irgend eine Lage von P die entsprechenden Lagen des „Poles“ 
und des „Wendepoles“ (IV 3, Nr. 8) gefunden werden können; 

2) für den Fall, dass man die Bewegung von P aus ein- 
facheren Bewegungen zusammensetzen und dann die Geschwindig- 
keit und die Beschleunigung von P nach den allgemeinen Regeln der 
Kinematik (IV 3, Nr. 10) als Resultierende der Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen jener einfacheren Bewegungen finden kann. 
Die Betrachtungen von Bresse hat H. Resal’”) auf räumliche 

Systeme ausgedehnt. 


18. Deviation. Es sei P ein gewöhnlicher Punkt einer Linie ], 
in welchem deren Krümmung nicht gleich Null ist. Parallel zur Tan- 
gente von I in P sei eine Sehne gezogen, die zwei zu P benachbarte 
Punkte von / verbindet, und P mit dem Mittelpunkt dieser Sehne 
durch eine Gerade verbunden. 

Wenn dann die Sehne der Tangente unbegrenzt nahe rückt, so 
nähert sich die erwähnte Verbindungsgerade einer festen Grenzlage. 
A. Transon ®) hat diese Grenzlage die Deviationsaxe und den Winkel, 
welchen sie mit der Normale bildet, die Deviation von I ım Punkte P, 
genannt und zugleich analytische Ausdrücke für diese Deviation an- 
gegeben und gezeigt, wie man mit Hülfe der Deviation erstens die- 
jenige Parabel, welche mit / in P eine Berührung dritter Ordnung 
und zweitens denjenigen Kegelschnitt, welcher mit ! in P eine Berüh- 
rung vierter Ordnung hat, finden kann. 


19. Gestalt einer Linie oder Fläche in der Nähe eines singu- 
lären Punktes. 

A. Ist P, ein singulärer Punkt einer ebenen Linie Z und die 
letztere in der Nähe von P, durch zwei Gleichungen: 


s=ol), y=ıl 
in der Weise darstellbar, dass jedem Punkte von ! nur ein Wert von 
entspricht, und dass p(t), y(t) für den zu P, gehörenden Wert von 
den Charakter ganzer Funktionen (II B1, Nr.7) haben, so kann man, 
wie Halphen””) bemerkt hat, die Linie ! in der Nähe von P, immer 
als die Orthogonalprojektion einer gewundenen Linie Z ansehen, auf 
welcher der P, entsprechende Punkt ein gewöhnlicher ist — nämlich 
derjenigen Linie, die durch die Gleichungen: 


97) H. Resal, J. ec. polyt. 21, cah. 37 (1858), p. 227f. 

98) A. Transon, J. de math. (1) 6 (1841), p. 191—197. Vgl. auch Salmon- 
Fiedler, Höh. ebene Kurven, 2. Aufl., p. 468 £. 

99) @. Halphen, Par. M&m. pres. par div. sav. (2) 26 (1879), Nr. 2, p. 19f. 
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opt), yaıll), ?=t 
dargestellt wird. 


Durch geeignete Annahme der Koordinatenaxen — nämlich da- 
durch, dass man den Anfangspunkt nach P, verlegt und die Tangente 
in P, (Nr.5) als Abseissenaxe nimmt — und durch passende Wahl 
der Hülfsveränderlichen 7 kann man ferner stets erreichen, dass dem 
Punkt P, der Wert {= 0 entspricht, und dass die Funktionen o(t), 
4(t) für alle Werte von t, deren absoluter Betrag unter einer ge- 
wissen Grenze liegt, die Form haben: 

Ir, Kt, 
wobei ®, (2), B,(t) konvergente und für =0 nicht verschwindende 
Potenzreihen von £ bezeichnen, und m und n ganze positive Zahlen 
bedeuten, welche die Ungleichung: 
Mm<Nn 
erfüllen. Wenn dann: 

1) m ungerade, n gerade ist, so liegt } in der Nähe von P, auf 
derselben Seite der Tangente und auf beiden Seiten der Normale. 
Eigentümlichkeiten des Verlaufes treten erst bei der Betrachtung der 
Krümmungsverhältnisse (indem die Krümmung gleich Null oder un- 
endlich gross wird) oder solcher Eigenschaften von } hervor, welche 
durch die Beschaffenheit der Ableitungen von höherer als der zweiten 
Ordnung der Funktionen @(t), x(f) bedingt werden. Wenn: 

2) m und n ungerade sind, so liegt / auf beiden Seiten sowohl 
der Tangente als der Normale, hat also in der Nähe von P, einen 
ähnlichen Verlauf wie in der Nähe eines Wendepunktes. Wenn: 

5) m gerade, n aber ungerade ist, so liegt / in der Nähe von P, 
auf beiden Seiten der Tangente, aber nur auf einer Seite der Normale. 
Der Punkt P, heisst in diesem Falle eine Spitze erster Art!®). Wenn 
endlich: 

4) m und n beide gerade sind, so liegt 2 in der Nähe von P, 
sowohl auf derselben Seite der Tangente als auch auf derselben Seite 
der Normale. Der Punkt P, heisst in diesem Fall eine Spitze zweiter 
Art oder eine Schnabelspitze. 


100) Geschichtliche Angaben über das erste Auftreten dieses Begriffes sowie 
desjenigen der Schnabelspitze machen M.Cantor, Vorles. üb. Geschichte der Math. 3, 
Leipzig 1898, p. 239, 770f. u. 794—796, sowie A. Brill u. M. Noether in ihrem 
Bericht, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 3 (1892/93), p. 125 ff. u. 133 ff. Eine 
durch zahlreiche Figuren unterstützte Aufzählung der möglichen Singularitäten 
ebener Linien, welche zugleich auf die Eigentümlichkeiten der Krümmung Rück- 
sicht nimmt, findet sich in Ch. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom. 1, Leipzig 1884, 
p. 204—208. 
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Die beiden erwähnten Arten von Spitzen werden auch als Rück- 
kehrpunkte bezeichnet. Zur Unterscheidung der nämlichen vier Fälle 
führt die Überlegung, dass ein auf 1 stetig fortschreitender und durch 
P, gehender Punkt im Augenblick des Durchgangs seine Bewegungs- 
richtung, und dass gleichzeitig die in ihm an / gelegte Tangente 
ihre Drehungsrichtung entweder beibehalten oder umkehren kann. 
Litteraturangaben finden sich in Fussn. 175. 

B. Wenn eine ebene Linie in der Nähe eines singulären Punktes 
P); %, Y%, durch eine Gleichung F(x, y) = 0 dargestellt werden kann, 
wo F(x,y) eine Funktion bedeutet, die an der Stelle x,, %, den Cha- 
rakter einer ganzen Funktion hat, so nennt man den Punkt P, einen 
Doppelpunkt, dreifachen Punkt, ..., je nachdem die Entwickelung der 
Funktion F(&, +8, y + n) nach steigenden Potenzen von & und 9 
mit Gliedern zweiter, dritter, ... Ordnung beginnt!"). Wenn ferner 
F(&y,Y + n) nicht für jeden Wert von n gleich Null ist, was ohne 
wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden darf, 
und » den Exponenten des Anfangsgliedes in der Entwickelung dieser 
Funktion nach steigenden Potenzen von n bezeichnet, so kann die 
Funktion F(x, + &, y, + n), wie K. Weierstrass !) gezeigt hat, immer 
in ein Produkt zerspalten werden von der Form: 


Ki ui FRCIL Kala uE PIC Wa ua PAD] EC A 397 
wo fı(&), fa(&), - - -, f„(&) Potenzreihen von & bedeuten, die keine kon- 
stanten Glieder enthalten und konvergieren, sobald |&| unterhalb einer 
gewissen Grenze liegt, während G(&,n) eine für &=n=0 nicht 
- mehr verschwindende Funktion bedeutet. Die Gleichung: 


F&a+&Yy+m)—=0 

‘ kann daher, solange es sich nur um die Betrachtung solcher Werte- 
paare &, n handelt, die in einer hinreichend engen Umgebung der 
Nullstelle liegen, durch die Gleichung: 


mem Te) de 
ersetzt werden, die in Bezug auf 7 nur von endlichem Grade ist. Des- 
wegen bleibt für singuläre Punkte der gegenwärtig in Dede stehenden 
Art, auch wenn F(x,y) transcendent ist, der von V. Puiseux !”) zu- 


101) Vgl. L. Euler, Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, 
p. 162—163. 

102) K. Weierstrass, Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze, autographiert, Berlin 1879 = Ab- 
handlungen aus der Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 105 = Math. Werke 2, Berlin 
1895, p. 135, Nr. 1. Vgl. auch UB1, Nr. 45. 

1038) V. Puiseux, J. de math. (1) 15 (1850), p. 384. — Andere Beweise des 
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nächst nur für singuläre Punkte algebraischer Linien bewiesene Satz 
bestehen, dass die Gesamtheit aller in einer gewissen Nähe eines 
solchen Punktes gelegenen Punkte der Linie (einschliesslich der ima- 
sinären Punkte) stets durch eine endliche Anzahl von Gleichungs- 
paaren von der Form 
<= gl), y—=ıa® 

dargestellt werden kann, in denen o(t), x(t) Potenzreihen bedeuten, 
die innerhalb eines gewissen Bereiches konvergieren und für t= 0 
den Koordinaten des betrachteten singulären Punktes gleich werden. 

Ebenso kann auch ein Teil der Untersuchungen über die Ge- 
stalt einer ebenen algebraischen Linie in der Nähe eines singulären 
Punktes'!%) sowie über die Frage, ob und in welchem Sinne man 
eine verwickeltere Singularität einer solchen Linie als gleichwertig 
mit mehreren einfacheren Singularitäten ansehen und wie man die- 
selbe durch Zusammenrücken einfacherer Singularitäten erzeugen 
könne), auf transcendente Linien übertragen werden. 


gleichen Satzes oder andere Verfahrungsweisen zur Herstellung der in demselben 
erwähnten Reihenentwickelungen gaben M. Hamburger, Zeitschr. Math. Phys. 16 
(1871), p. 461; L. Koenigsberger, Ellipt. Funktionen 1, Leipzig 1874, p. 182; 
O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 415; M. Noether, Math. Ann. 9 (1876), p. 166, 
und O. Biermann, Theorie der analyt!. Funktionen, Leipzig 1887, p. 215 (nach 
Vorlesungen von K. Weierstrass); A. Brill, Münch. Ber. 21 (1891), p. 207, und 
K. Weierstrass, Math. Werke 4, Vorl. üb. d. Theorie der Abel’schen Transcen- 
denten, bearb. v. @. Heitner u. J. Knoblauch, Berlin 1902, p. 19—32. Vgl. auch 
A. Brill u. M. Noether, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 3 (1892/93), p. 367— 
402, u. IB2, Nr. 2, 3. 

104) Mit der Ermittelung der Gestalt einer algebraischen Linie in der Nähe 
eines singulären Punktes haben sich bereits J. Newton, J. P. de @ua de Malves, 
L. Euler, @. Cramer beschäftigt; vgl. M. Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 3, 
Leipzig 1898, p. 102—103, 770, 784, 810, u. A. Brill u. M.Noether, a. a. O. p. 116 
—149. Auch J. Plücker hat, Theorie d. alg. Kurven, Bonn 1839, p. 158—179, 
eingehende Untersuchungen über die verschiedenen möglichen Gestalten einer 
algebraischen Linie in der Nähe eines einfachen Punktes, eines Doppelpunktes 
und eines dreifachen Punktes angestellt. Den Fall eines Doppelpunktes hat 
O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 429 ff. vollständig erledigt und zugleich gezeigt, 
welche verschiedenen Fälle bei der Betrachtung eines ö-fachen Punktes zu 
unterscheiden sind. 

105) Vgl. A. Cayley, Quart. J. of math. 7 (1866), p. 212 —= Coll. math. pap. 5, 
p. 520 u. 619; O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 442f.;, M. Noether, Math. Ann. 9 
(1876), p. 166; H.@.Zeuthen, Math. Ann. 10 (1876), p. 210; @. Halphen, Paris Me- 
moires pres. par divers savants (2) 26 (1879), Nr.2; A. Brill, Math. Ann. 16 (1880), 
p. 348. Für ebene und räumliche Kurven sind die einschlägigen Fragen mit 
algebraischen Hülfsmitteln, unter Berücksichtigung der Realitätsverhältnisse, von 
Fr. Meyer untersucht worden, Math. Ann. 38 (1891), p. 369; 43 (1893), p. 286; 
Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 229,331. 
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C. Die Gestalt einer gewundenen Linie in der Nähe eines singu- 
lären Punktes ist aus den Gestalten ihrer rechtwinkligen Projektionen 
auf geeignet gewählte Ebenen zu erschliessen. Für den Fall, dass 
eine Parameterdarstellung der betrachteten Linie gegeben ist, enthält 
Fussn. 175 zu Nr. 29 nähere Angaben. 

D. Ist eine Fläche % durch eine Gleichung 

F(&, y, 2) = 0 

zwischen den Koordinaten x, y, 2 gegeben und sind &,, Y9, 2, die 
Koordinaten eines singulären Punktes P, von %, welcher jedoch so 
beschaffen ist, dass die Funktion F'(x, y, 2) an der Stelle &,, %, & 
den Charakter einer ganzen Funktion hat, so stimmt die Gestalt von % 
in der Nähe von P, in erster Annäherung mit der Gestalt desjenigen 
algebraischen Kegels überein, dessen Gleichung man erhält, indem 
man die Summe der Glieder niedrigster Dimension in der Entwicke- 
lung der Funktion F(x,y,2) nach Potenzen von © — 2, Y— Y 
2 — 2, gleich Null setzt 1%). 

Sind in der eben erwähnten Entwickelung Glieder zweiter Dimen- 
sion wirklich vorhanden, so heisst P, ein Doppelpunkt (Knotenpunkt) 
von %; und wenn sich die Summe der Glieder zweiter Dimension in 
zwei lineare Faktoren zerspalten lässt, so heisst P, ein biplanarer 
oder ein uniplanarer Doppelpunkt, je nachdem diese Faktoren, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, verschieden oder einander gleich sind. 

Von der Gestalt der Fläche in der Nähe eines solchen Punktes 
gewinnt man eine genauere Vorstellung erst durch die Betrachtung 
derjenigen der gegebenen Fläche sich anschmiegenden algebraischen 
Fläche dritter!) oder höherer Ordnung, deren Gleichung man erhält, 
indem man zu den Gliedern zweiter Ordnung in der erwähnten Ent- 
wickelung von F'(z,y,2) noch die Glieder dritter Ordnung und je 
nach den Umständen auch noch Glieder höherer Ordnung !®) hinzu- 

106) Wie ©. W. M. Black, Havard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci. Proc. 
37 (1902), p. 281, bewiesen hat, ist für die einem singulären Punkt der in Rede 
stehenden Art benachbarten Flächenteile immer eine Parameterdarstellung durch 
eine endliche Anzahl von Gleichungssystemen möglich. Vgl. auch IIB1, Nr. 46, 
Fussn. 254, u. IB2, Nr. 55. — Über die Unterscheidung gewöhnlicher und 
spezieller »-facher Punkte einer algebraischen Fläche und die Entstehung der 
letzteren aus den ersteren vgl. X. Rohn, Leipz. Ber. 36 (1884), p. 1. — Modelle für 
die verschiedenen Typen konischer Knotenpunkte hat A. Sucharda angefertigt. 
Vgl. Deutsche Mathem.-Ver., Katalog math. u. math.-phys. Modelle, Apparate und 
Instrumente, hsg. v. W. Dyck, München 1892, Nr. 228, p. 299, sowie Verlag von 
Modellen für d. höh. math. Unterricht von L. Brill in Darmstadt, Nachtrag zur 
17. Serie, 1898, Nr. 7. 


107) Vgl. F. Klein, Math. Ann. 6 (18373), p. 556. 
108) Vgl. H. @. Zeuthen, Math. Ann. 9 (1876), p. 321. 
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fügt und die Summe gleich Null setzt. Für algebraische Flächen hat 
K. Rohn‘°°) eine vollständige Aufzählung der verschiedenen möglichen 
Gestalten in der Nähe eines biplanaren oder uniplanaren Knotens 
gegeben. 


20. Traktorien. Eine Linie 7 heisst eine Zuglinie (Traktorie, 
Traktrix) einer gegebenen Linie d (Direktrix), wenn jede Tangente 
von } die Linie d in einem Punkte trifft, der von dem Berührungs- 
punkt der Tangente einen gegebenen konstanten Abstand hat. 

Als Traktorie von Huygens bezeichnet man insbesondere die Zug- 
linie einer Geraden. Bei geeigneter Wahl der Koordinatenaxen ist 
diese besondere Zuglinie darstellbar durch die Gleichung'!P): 


IE Er ee 
un  _ VRR, 


x=a.lg 


oder auch durch die Gleichungen: 


»—allgtg( 7 +2) — sing], Y=0C089, 

wo a das konstante Stück der Tangente zwischen Berührungspunkt 
und Direktrix bedeutet. 

Die Traktorie von Huygens kann ferner auch erklärt werden: 

A) als die orthogonale Trajektorie einer Schar kongruenter Kreise 
vom Radius a, deren Mittelpunkte auf der Direktrix liegen !!1); 

B) als die Evolvente einer Kettenlinie!!2). 
Zur Lehre von den Flächen konstanten negativen Krümmungsmasses 
(III D5) steht sie, wie J. Liouville!!?) bemerkt hat, dadurch in Be- 
ziehung, dass die eine der drei nach U. Dinz !!*) möglichen Formen, welche 
eine zu jener Familie gehörende Umdrehungsfläche haben kann, durch 
die Umdrehung einer Huygens’schen Traktrix um ihre Direktrix entsteht. 

Die Bestimmung einer Zuglinie erfordert im allgemeinen die Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung"). 


109) K. Rohn, Math. Ann. 22 (1883), p. 124. — Angaben über die gestalt- 
lichen Verhältnisse in speziellen Fällen macht auch H. @. Zeuthen, Math. Ann. 
10 (1876), p. 468 ff. — Die verschiedenen Stellen der Schriften von A. Cayley, 
welche singuläre Punkte von Kurven oder Flächen betreffen, sind in Coll. math. 
papers, Index, Cambridge 1898, p. 130, zusammengestellt. 

110) L. A. Sohncke’s Samml. v. Aufgaben aus d. Diff.- u. Int.-Rechn., hrsg. 
v. A. Amstein, 1 (4. Aufl.), Halle 1875, p. 207. 

111) Ebd. 2 (1877), p. 202. 

112) Ebd. 1, p. 208 oder Salmon-F'edler, Höh. eb. Kurven, 2. Aufl., p. 377. 

113) Note IV zu Monge, Application de l’analyse, 5. &d., p. 597—600. 

114) U. Dini, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 241 ff. 

115) Näheres und geschichtliche Angaben enthält der Artikel Tractoria des 
mathematischen Wörterbuchs von @. S. Klügel, 5’, Leipzig 1831, p. 78. 
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II. Scharen von Linien und Flächen. 


21. Einhüllende von Linien- und Flächenscharen. Eine Mehr- 
heit in ein- und derselben Ebene liegender Linien heisst eine einfach 
unendliche ebene Linienschar (Schar 1. Stufe, Düschel), wenn sie sich 
durch eine Gleichung von der Form: 

(1) F@&yo)=0 
oder auch durch ein System von zwei Gleichungen von der Form: 
(2) | = opl,c), 

WE x, 6) 
in der Weise darstellen lässt, dass man jedesmal die Darstellung einer der 
Mehrheit angehörenden Linie erhält, wenn man in (1) beziehentlich (2) 
für den „Parameter“ c irgend einen festen Wert einsetzt, der höchstens 
der Einschränkung unterliegt, einem gegebenen begrenzten Intervall 
anzugehören, und nach und nach die Darstellungen aller der Mehr- 
heit angehörenden Linien, und zwar im allgemeinen jede nur einmal, 
wenn man c dieses Intervall ganz durchlaufen lässt. 

Wenn ferner in einer Ebene eine Mehrheit von Linien in ähn- 
licher Weise wie eben gegeben ist, nur mit dem Unterschiede, dass 
bei ihrer analytischen Darstellung zwei unabhängig von einander ver- 
änderliche Parameter auftreten, und verschiedenen Wertsystemen dieser 
Parameter im allgemeinen auch verschiedene Linien der gegebenen 
Mehrheit entsprechen, so gebraucht man zur Bezeichnung der Mehr- 
heit den Ausdruck zweifach unendliche ebene Linienschar (Schar 2. Stufe, 
Netz, Scharschar, Bündel) u. s. £.. 

Ähnliche Erklärungen gelten für die Begriffe Schar von Raum- 
kurven und F'lächenschar. Eine zweifach unendliche Schar von Raum- 
kurven wird nach dem Vorgang von J. Plücker häufig eine Kurven- 
kongruenz genannt. 

Zwei Gebilde einer Schar heissen benachbart, wenn sie benach- 
barten Werten des oder der Parameter entsprechen. 

Wenn eine einfach unendliche ebene Linienschar so beschaffen 
ist, dass jede ihr angehörende Linie von einer hinreichend nahe be- 
nachbarten Linie der gleichen Schar in einem oder in mehreren Punkten 
geschnitten wird, welche sich bei unbegrenzter Annäherung der be- 
nachbarten an die ursprünglich betrachtete Linie festen Grenzlagen 
nähern, so nennt man die Gesamtheit aller dieser Grenzlagen die 
Einhüllende oder die Umhüllungslinie oder die Enveloppe''®) oder die 


116) Diese Bezeichnung rührt von @. Monge her (vgl. Application de l’anal., 
5.ed., p. 30f.). Der Begriff selbst ist älter. In manchen neueren Arbeiten (vgl. 
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Fiüllbahn der gegebenen Linienschar. Die letztere Bezeichnung ist 
namentlich dann gebräuchlich, wenn die gegebene Schar aus den ver- 
schiedenen Lagen einer bewegten starren Linie besteht. 
Wenn eine ebene Linienschar durch eine Gleichung: 

(1) F(&,y,c)=0 

zwischen den Koordinaten x, y und einem Parameter c gegeben ist, 
und die einem speziellen Wert c, des Parameters c entsprechende 
Linie von der zu einem benachbarten Wert c, + y dieses Parameters 
gehörenden Linie der Schar in einem Punkte geschnitten wird, welcher 
sich bei verschwindendem y unbegrenzt einer festen Grenzlage nähert, 
so erfüllen die Koordinaten x,, y, dieser Grenzlage stets die Gleichungen: 


F(&,y,@)=09 wnd Fa Yo 6) =. 


Ist umgekehrt x,, %,, €, ein Wertsystem, welches die beiden vorstehen- 
den Gleichungen erfüllt, und für welches die Determinante: 


Bm, 
Vi Fi, 


von Null verschieden ist, so haben die den Parametern c, und ,+Y 
entsprechenden Linien der Schar (1) für jeden in einer gewissen Nähe 
von Null gelegenen Wert von y einen in der Nähe des Punktes x,, %, 
liegenden Schnittpunkt, welcher sich bei verschwindendem » dem 
Punkte &,, y, unbegrenzt annähert. 

Aus diesen beiden Sätzen folgt: 

Man erhält die Einhüllende einer Linienschar, welche durch eine 


Gleichung: 

(1) F(@, y,c) — 0 

zwischen den Koordinaten x, y und einem Parameter c gegeben ist, 
indem man die Gleichung (1) mit der aus ihr durch Differentiation 
nach c hervorgehenden Gleichung: 

(8) F,(&,9ye)—=0 

verbindet und aus beiden entweder c eliminiert, oder x und y als 
Funktionen des Parameters c berechnet!!”). Dabei bedürfen jedoch 


D= 


IIA4a, Nr. 22) wird der Begriff Enveloppe enger gefasst, indem dieses Wort 
nur zur Bezeichnung derjenigen Zweige der im Text erwähnten Gesamtheit be- 
nutzt wird, die übrig bleiben, wenn man alle etwa dazugehörenden geome- 
trischen Orte von Spitzen und mehrfachen Punkten der Linien der ursprünglich 
betrachteten Schar ausscheidet (HI D 8). 

117) Beispiele für die Anwendung dieses Satzes, Umformungen desselben 
für den Fall, dass die betrachtete Linienschar in verwickelterer Weise gegeben 
ist, und eine Erweiterung des Begriffs der Einhüllenden giebt Salmon- Fiedler, 
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diejenigen die Gleichungen (1) und (3) erfüllenden Wertsysteme x, y, 6, 
für welche die Determinante D gleich Null ist, einer besonderen Unter- 
suchung. Der hier erwähnte und andere Ausnahmefälle sind unter 
Angabe von Beispielen von @. Peano genauer erörtert worden '?). 

Wenn für ein die Gleichungen (1) und (3) erfüllendes Wert- 
system &%,, %9, €, der Veränderlichen &, y, c sowohl die Determinante 
D als die partielle Ableitung 7, von Null verschieden ist, so hat 
die Einhüllende der durch die Gleichung (1) dargestellten Linienschar 
im Punkte x,, y%, eine bestimmte Tangente, und diese stimmt mit der 
Tangente der zu dem Parameterwert c, gehörenden Linie der Schar 
im Punkte x,, %, überein. Hieraus folgt: Wenn eine Linienschar ein 
allgemeines Integral einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ord- 
nung darstellt, so liefert die Einhüllende der Schar im allgemeinen 
eine „singuläre Lösung“ der Differentialgleichung "?). 

Die Einhüllende einer ebenen Schar von geraden Linien hat im 
allgemeinen jede dieser Geraden zur Tangente!?). Die Einhüllende 
aller Normalen einer ebenen Linie / stimmt mit der Evolute von / 
überein. 

In der Lehre von den Einhüllenden der Flächenscharen sind zwei 
verschiedene Arten von Einhüllenden zu unterscheiden, je nachdem 
man es mit einer einfach- oder mit einer zweifach unendlichen Flächen- 
schar zu thun hat. 

Wenn eine einfach unendliche Flächenschar so beschaffen ist, 
dass jede ihr angehörende Fläche von einer hinreichend nahe benach- 
barten Fläche der Schar in einer Linie geschnitten wird, welche sich 
bei unbegrenzter Annäherung der benachbarten an die ursprünglich 
betrachtete Fläche einer festen Grenzlage nähert, so versteht man 
unter der Erinhüllenden oder der Umhüllungsfläche oder der ‚Enveloppe 


Höhere ebene Kurven, 2. Aufl., p. 86—95. — Unter der Voraussetzung, dass für 
die Eingehüllten eine Parameterdarstellung gegeben sei, hat O. Biermann, Brünn, 
Festschr. der Techn. Hochschule 1899, die Lehre von den Einhüllenden der 
Linien- und Flächenscharen ausführlich dargestellt. Der gleiche Gegenstand ist 
von E. Ozuber, Archiv Math. Phys. (3) 2 (1902), p. 113, auf anderem Wege be- 
handelt worden. 

118) @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 311—313 — Lezioni di ana- 
lisi 2, $ 378, p. 193—195. 

119) Vgl. IT A4a, Nr. 22. — Eine eingehende, mit zahlreichen litterarischen 
Nachweisen verbundene Darstellung der Ausdehnung dieses Satzes auf Flächen- 
scharen und partielle Differentialgleichungen geben $. Lie und @. Scheffers, Geo- 
metrie der Berührungstransformationen 1, Leipzig 1896, p. 482—535. Vgl. auch 
IIA5, Nr.33 und IID7. 

120) Hülfsmittel zur Konstruktion des Berührungspunktes giebt L. Bur- 
mester, Lehrb. d. Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 64—66, 84—86, 92—93. 
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der Schar die Gesamtheit der erwähnten Grenzlagen. Jede einzelne 
dieser letzteren heisst eine Charakteristik der Einhüllenden !?}). 

Wenn eine Flächenschar durch eine Gleichung: 

(4) F(&, y,2,c) — 0 

zwischen den Koordinaten x, y, 2 und einem Parameter c gegeben ist, 
und die einem speziellen Wert c, von c entsprechende Fläche von der 
zu einem benachbarten Wert c, + y des Parameters gehörenden Fläche 
der Schar in einer Linie geschnitten wird, welche sich bei verschwin- 
dendem » unbegrenzt einer festen Grenzlage nähert, so erfüllen die 
Koordinaten &,, Y9, 2, eines jeden Punktes dieser Grenzlage die Glei- 
chungen: 

F(&, Y, 2, @)=0 und Fa, Yo 2, %) —). 

Ist umgekehrt &,, Yo, 20, % ein Wertsystem, welches die beiden 
vorstehenden Gleichungen erfüllt, und für welches die Unterdetermi- 
nanten zweiten Grades der Matrix: 

ln Fi 
F = 1% ey F' cz 
nicht sämtlich gleich Null sind, so haben die den Parameterwerten c, 
und c, + y entsprechenden Flächen der Schar (4) für jeden in einer 
gewissen Nähe von Null liegenden Wert von y eine Schnittlinie, 
welche sich bei verschwindendem » einer festen durch den Punkt 
%y, Yo; %0 Kindurchgehenden Linie unbegrenzt annähert. 

Aus diesen beiden Sätzen folgt: 

Man erhält die Einhüllende einer Flächenschar, welche durch eine 
Gleichung: 


(4) Fax, Y, ®, )=0 
zwischen den Koordinaten &, y, z und einem Parameter c gegeben 


ist, indem man die Gleichung (4) mit der aus ihr durch Differentia- 
tion nach c hervorgehenden Gleichung: 
(6) Fa, 9,500 
verbindet und aus beiden c eliminiert!??). Dabei bedürfen jedoch die- 
jenigen, die Gleichungen (4) und (5) erfüllenden Wertsysteme x, y, 2, c, 
für welche die Unterdeterminanten der oben angegebenen Matrix sämt- 
lich gleich Null sind, einer besonderen Untersuchung. 

Wenn für ein die Gleichungen (4), (5) erfüllendes Wertsystem 


121) Nach @. Monge, Application, 5. &d., p. 33. 
122) Der Fall, dass die Flächenschar in verwickelterer Weise gegeben ist, 
wird bei Salmon-F'iedler, Analytische Geometrie des Raumes 2, 3. Aufl. 1880, 
p. 270 ff. unter Behandlung von Beispielen erörtert. 
Encyklop. d. math, Wissensch. III 3. 4 
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2, Yor 20, % sowohl die Ableitung F',, als wenigstens eine der er- 
wähnten Unterdeterminanten von Null verschieden ist, so hat die 
Einhüllende der Flächenschar (4) im Punkte x&,, Y,, 2, eine bestimmte 
Tangentenebene und diese stimmt mit der Tangentenebene der zu dem 
Parameterwert c, gehörenden Fläche der Schar im nämlichen Punkte 
überein. 

Kann man die Gleichungen (4), (5) und die Gleichung F,, — 0 
dadurch gleichzeitig befriedigen, dass man für &, y, z passend ge- 
wählte Funktionen g(c), x(c), v(c) von c einsetzt, so stellen die drei 
Gleichungen: 

s= polo), y=xl), 2=v(e) | 
im allgemeinen eine singuläre Linie der die Schar (4) einhüllenden 
Fläche dar. Diese singuläre Linie heisst nach @. Monge '*?) die Rück- 
kehrkante oder die Gratlimie der Einhüllenden der Schar (4). Sie ent- 
hält die Gesamtheit der Grenzlagen der Schnittpunkte unendlich nahe 
benachbarter Charakteristiken und wird im allgemeinen in jedem ihrer 
Punkte von einer Charakteristik berührt!?*). 

Wenn eine zweifach unendliche Flächenschar durch eine Gleichung: 
(6) LT, Y, 2, €, c) —0 
zwischen den Koordinaten x, y, 2 und zwei Parametern c, c’ gegeben 
ist, und die zu einem Paar spezieller Werte c,, c, der Parameter ge- 
hörende Fläche %, von einer benachbarten, den Parameterwerten 
+9, 6% +4 Y entsprechenden Fläche geschnitten wird, so nähert 
sich die Schnittlinie im allgemeinen verschiedenen Grenzlagen, wenn 
y und y’ in verschiedenen Verhältnissen zu einander gleichzeitig un- 
endlich klein werden. Aber im allgemeinen giebt es auf %, einen 
oder mehrere feste Punkte, durch welche alle diese Grenzlagen hin- 
durchgehen. Die Gesamtheit aller Punkte, welche sich so für die 
einzelnen Flächen der Schar (6) ergeben, bildet im allgemeinen eine 
Fläche, welche alle Flächen der gegebenen Schar berührt und die 
Einhüllende (Enveloppe) dieser Schar genannt wird. Die Gleichung 
dieser Einhüllenden ergiebt sich im allgemeinen durch Elimination 
der Parameter c, c aus den drei Gleichungen: 


F=0, R=0, FR—=0.%) 


22. Brennlinien. Wenn in einer Ebene eine Linie / und eine 


123) G. Monge, Application, 5. ed., p. 34. 

124) Vgl. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 315. 

125) Vgl. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 315—318; E. Picard, 
Traite d’anal. 1, Paris 1891, p. 291—292. 


22. Brennlinien. At 


Schar $ von Strahlen gegeben sind, welche / schneiden, so kann 
man sich: 

1) vorstellen, dass die zu $ gehörenden Strahlen von / zurück- 
geworfen (reflektiert) werden, und nennt dann die Einhüllende der 
zurückgeworfenen Strahlen die katakaustische Linie oder die Kata- 
kaustik von I für S$ als einfallende Strahlenschar; oder: 

2) annehmen, dass } die Trennungslinie zweier Gebiete bildet, 
welche verschiedene aber konstante optische Dichtigkeiten haben, und 
dass die zu S gehörenden Strahlen bei ihrem Durchgang durch I 
eine Brechung erleiden, bei welcher das Verhältnis des Sinus des 
Einfallswinkels zum Sinus des Brechungswinkels einen ‚vorgeschrie- 
benen konstanten Wert » hat. In diesem letzteren Falle nennt man 
die Einhüllende der an / gebrochenen Strahlen die diakaustische Linie 
oder die Diakaustik von I für 5 als einfallende Strahlenschar und 
für n als Brechungsexponent. 

Katakaustische und diakaustische Linien fasst man unter dem 
gemeinsamen Namen kaustische Linien oder .Brennlinien zusammen '?®). 

In manchen Fällen erweisen sich verwickelte Brennlinien als 
Evoluten anderer sehr viel einfacherer Linien. Daher ist bei der Er- 
mittelung von Brennlinien ein Verfahren nicht ohne praktischen Wert, 
welches von _A. Quetelet'?") angegeben wurde, und darin besteht, dass 


126) Die Lehre von den Brennlinien hat A. Plana, Bruxelles Observ. Corresp., 
publ. par A. Quetelet, 7 (1832), p. 13 u. 85, eingehend behandelt. Eine Dar- 
stellung dieser Lehre mit zahlreichen Beispielen und Angaben über die ältere 
Litteratur findet sich auch in @. $. Klügel, Math. Wörterbuch 1, Leipzig 1803, 
Art. „Brennlinie“, p. 344; „Catacaustica“, p.400; „Diacaustica“, p. 752, und in 
den Supplementen hierzu, hrsg. v. J. A. Grunert, 1. Abt.; Leipzig 1833, Art. 
„Caustische Flächen und Linien“, p. 349. — Über den schon bei L. Malus, 7. 
ec. polyt., cah. 14 (1808), p. 5 u. 86, vorkommenden Begriff Brennfläche bei 
einem Strahlensystem im Raume vgl. E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, 
sowie IIIC9 und IID9. Für Strahlen, die auf ein und derselben Fläche & 
senkrecht stehen, fällt dieser Begriff mit dem der Fläche der Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte von % zusammen. 

Die für die Beurteilung der Wirkungsweise centrierter dioptrischer Systeme 
wichtige Brennfläche der ursprünglich von einem leuchtenden Punkt ausserhalb 
der Axe eines solchen Systems ausgegangenen und dann durch dasselbe ge- 
brochenen Strahlen hat L.v. Seidel, Münch. Anz. 1857, und Berl. Monatsber. 
1862, p. 695, bestimmt. Die Ableitung ihrer Gleichungen hat $. Finsterwalder, 
Münch. Abh. 17 (1892), p. 531, gegeben auf Grund von Formeln, die L. v. Seidel, 
Astron. Nachr. Bd. 43 (1856), p. 289, entwickelt hatte. 

127) A. Quetelet, Bruxelles Nouv. mem. 3 (1826), p. 89; 4 (1827), p. 81. 
D.@Gergonne hat, Ann. de math. 16 (1826), p. 1 und 307, die Betrachtungen von 
Quetelet auf den Raum ausgedehnt und dadurch bewiesen, dass Strahlen, welche 
ursprünglich die Eigenschaft hatten, auf ein und derselben Fläche senkrecht 

4* 
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man die Bestimmung einer Brennlinie auf die der Einhüllenden einer 
Schar von Kreisen zurückführt. Dies geschieht, wenn es sich um eine 
Brennlinie durch Zurückwerfung handelt, durch folgende Überlegungen: 

1) Kennt man eine Linie /”, welche die an / zurückgeworfenen 
Strahlen oder deren Verlängerungen senkrecht schneidet, so ist die 
Brennlinie nichts anderes als die Evolute von !”. 

2) Kennt man eine Linie 7‘, welche die einfallenden Strahlen oder 
deren Verlängerungen senkrecht schneidet, so kann man aus ihr, in- 
dem man jeden Punkt von / an derjenigen Tangente von / spiegelt, 
deren Berührungspunkt mit ihm auf dem gleichen einfallenden Strahle 
liegt, eine Linie 7” ableiten, welche die zurückgeworfenen Strahlen 
oder‘ deren Verlängerungen senkrecht schneidet. Die gleiche Linie 2” 
kann auch noch auf andere Weise gefunden werden. Beschreibt man 
nämlich um jeden Punkt von / einen Kreis, welcher 7‘ berührt, so 
stimmt diejenige Linie, welche zusammen mit !’ die Einhüllende dieser 
Schar von Kreisen bildet, mit 7” überein. 

So gelangt man zu folgendem Satze: 

Die Katakaustik einer beliebigen ebenen Linie / für eine Schar 
von Strahlen, welche auf einer gleichfalls beliebigen, mit / in einer 
Ebene liegenden Linie /' senkrecht stehen, ist die Evolute des von ?/ 
verschiedenen Zweiges der Einhüllenden aller Kreise, deren Mittel- 
punkte auf / liegen, und welche !” berühren. 

Ähnliche Überlegungen sind auch auf den Fall der Brechung an- 
wendbar und führen zu folgendem Ergebnis: 

Die Diakaustik einer beliebigen ebenen Linie / für ein gegebenes 
Brechungsverhältnis und für eine Schar von Strahlen, welche auf 
einer gleichfalls beliebigen mit ! in einer Ebene liegenden Linie 7 
senkrecht stehen, ist die Evolute des einen Zweiges der Einhüllenden 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf ! liegen und deren Radien zu 
den Abständen ihrer Mittelpunkte von 7’ in dem konstanten Verhältnis 
des Sinus des Brechungswinkels zum Sinus des Einfallswinkels stehen. 

Wenn die einfallenden Strahlen sich sämtlich in einem Punkte P 
schneiden, so kann man für die in den vorstehenden Sätzen erwähnte 
Linie / einen beliebigen um P als Mittelpunkt beschriebenen Kreis 
nehmen, insbesondere auch den Kreis vom Radius Null, d. h. den 
Punkt P selbst. | 

Wenn dies letztere geschieht, so entsteht der im ersten der 


zu stehen, diese Eigenschaft auch nach jeder Zurückwerfung an einer spiegeln- 
den Fläche, sowie nach jeder Brechung an der Trennungsfläche zweier einfach 
brechenden homogenen Medien behalten. Vgl. auch G@. Darboux, Lecons sur la 
theorie gen. des surf, 2, p. 278 f. 
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obigen Sätze erwähnte Zweig der Einhüllenden aus der Fusspunkt- 
kurve von / für den Punkt P als Pol dadurch, dass man diese Fuss- 
punktkurve von P als Ähnlichkeitspunkt aus im Verhältnis 2:1 
vergrössert!??). 

Die Brennlinien des Kreises durch Zurückwerfung und Brechung 
für den Fall, dass die einfallenden Strahlen von ein- und demselben 
eigentlichen oder unendlich fernen Punkte ausgehen, hat A. Oayley '?°) 
eingehend behandelt. Sorgfältige Zeichnungen von Brennlinien haben 
F. Engel und K. Schellbach '?°) veröffentlicht. 


23. Trajektorien. Orthogonale Linien- und Flächenscharen. 
Wenn eine ebene Linienschar gegeben ist, so kann es vorkommen, 
dass durch jeden Punkt eines zweifach ausgedehnten Bereiches mehrere 
Linien der Schar hindurchgehen, und dann ist es bei Einschränkung 
der Betrachtung auf diesen Bereich im allgemeinen unmöglich, eine 
Linie zu finden, welche mit jeder sie schneidenden Linie der Schar . 
einen vorgeschriebenen unveränderlichen Winkel bildet. 

Ist dagegen eine ebene Linienschar so beschaffen, dass durch 
jeden Punkt eines zweifach ausgedehnten Bereiches eine und nur eine 
Linie der Schar hindurchgeht, was immer der Fall ist, wenn die Schar 
durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten x, y und einem Para- 
meter c gegeben ist, welche die besondere Form: 


(1) Ol, y)=c (® eindeutige Funktion von &, Y) 


hat, so ist die erwähnte Forderung erfüllbar, und dann heisst jede ihr 
genügende Linie eine isogonale, und wenn der gegebene konstante 
Winkel ein rechter ist, eine orthogonale Trajektorie der gegebenen 
Linienschar. 

Eine Linienschar der zuerst betrachteten Art kann in mehrere 
Scharen von Zweigen aufgelöst werden, welche die zuletzt angegebene 
Eigenschaft haben und bei welchen daher von Trajektorien die Rede 
sein kann. 

Ist die ursprüngliche Linienschar durch eine Gleichung von der 
Form F(z, y, c)=0 gegeben, so geschieht dies einfach durch Auf- 
lösung dieser Gleichung in Bezug auf den Parameter c. 


128) Über die Erklärung der durch die Vergrösserung entstehenden Linie 
als Rolllinie vgl. Nr. 7. 

129) A. Cayley, Cambridge and Dublin math. J. 2 (1847), p. 128 — Coll. 
math. papers 1, Cambridge 1889, p. 273; Lond. Trans. 147 (1857), p. 273 u. 157 
(1867), p. 7 = Coll. math. papers 2, Cambridge 1889, p. 336, u. 5 (1892), p. 454. 

130) F. Engel und K. Schellbach, Darstellende Optik, nebst 21 Kupfertafeln, 
Halle 1856. 
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Die Gesamtheit aller isogonalen Trajektorien, welche die Linien 
einer gegebenen Schar: 


(1) D (, y) Bazle 
unter einem von einem rechten verschiedenen Winkel & schneiden, 


besteht aus zwei einfach unendlichen Scharen, deren Gleichungen sich 
durch Integration der Differentialgleichungen: 


D,dy— d,de= + c08s«-YD?+ ©?- Van + dı? 
oder auch: | 
(B,cos«e + ®,sine) da + (®,cos«e + ®,sine)dy— 0 
ergeben. 
Die orthogonalen Trajektorien einer ebenen Linienschar bilden eine 
einfach unendliche Schar, deren Gleichung, wenn die gegebene Schar 
durch (1) dargestellt ist, durch Integration der Differentialgleichung: 


D,dy — D,dx—= 0 


erhalten wird!®!). Die Differentialgleichung der isogonalen oder der 
orthogonalen Trajektorien einer ebenen Linienschar kann hiernach 
auch dann angegeben werden, wenn die ursprüngliche Linienschar 
selbst nicht durch eine entwickelte Gleichung, sondern durch eine 
Differentialgleichung von der Form: 


| fo, dr +9, y)dy—= 0 
gegeben ist. 


Legt man durch ein und denselben Punkt P eines von einer 
ebenen Linienschar überdeckten Gebietes nach willkürlicher Annahme 
beliebig vieler verschiedener Winkel mehrere isogonale Trajektorien, 
welche mit den Linien der Schar beziehentlich diese Winkel bilden, so 
haben, wie E. Oesäro ?) bemerkt hat, die zu P gehörenden Krüm- 
mungskreise aller dieser Trajektorien, wofern sie nicht sämtlich zu 
geraden Linien ausarten, ausser P immer noch einen zweiten Punkt 
mit einander gemein, bilden also stets ein Büschel. 

Ist eine einfach unendliche Flächenschar gegeben durch eine 
Gleichung: 

ei (x, Y, 2) oe 
wo c einen veränderlichen Parameter bedeutet, so giebt es immer eine 
zweifach unendliche Schar von Linien, welche die Flächen der ge- 


131) Angaben über die ältere Litteratur sowie Beispiele enthält @. 8. 
Klügel’s mathematisches Wörterbuch 5!, Leipzig 1831, p. 92 ff. Weitere Bei- 
spiele finden sich in O. Schlömilch, Übungsbuch 2, Leipzig, 4. Aufl. 1900, 8 41. 

132) E. Oesäro, Geom. intrinseca, 1896, p. 115, deutsche Ausgabe p. 147— 
148. Vgl. auch @. Scheffers, Leipz. Ber. 50 (1898), p. 276. 
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gebenen Schar überall rechtwinklig schneiden. Diese Linien heissen 
orthogonale Trajektorien der gegebenen Flächenschar. Ihre Gleichungen 
‚ergeben sich durch Integration des folgenden Systems von Differen- 
tialgleichungen: 


Ist umgekehrt eine zweifach unendliche Linienschar im Raume durch 
drei Gleichungen 

(A) = ol, Wr), yaılbwv), 2=vr(wo) 

ın der Weise gegeben, dass jedem Paar spezieller Werte der Para- 
meter u, v eine spezielle Linie der Schar und den verschiedenen Werten 
der Veränderlichen £ jedesmal die einzelnen Punkte dieser Linie ent- 
sprechen, so können sich, wie E. Beltrami gezeigt hat'??), auf die 
Frage, ob eine oder mehrere Flächen (Orthogonalflächen) vorhanden 
sind, welche die Linien der gegebenen Schar überall rechtwinklig 
schneiden, verschiedene Antworten ergeben. Setzt man nämlich: 


T=p’+wu+tV, Veyp tum ttd, V=PM tum t VD, 


und: 
a ur, 


so können drei Fälle eintreten: 


1) A ist identisch gleich Null. Dann ist der Ausdruck: 
Tdt+Udu-+YVdv 


entweder selbst das vollständige Differential einer Funktion &(t, u, v) 
oder doch durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor in ein 
solches überführbar, und es giebt unendlich viele Orthogonalflächen, 
deren Gleichungen man erhält, indem man ? durch die Gleichung: 


B(t,u,v) = c 


als eine Funktion der Veränderlichen «, v und des Parameters c er- 
klärt und diese Funktion an die Stelle von # in die Gleichungen (I) 
einsetzt. 


133) E. Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 267—268. Für geradlinige 
Strahlensysteme hatte schon L. Malus, J. &c. polyt. cah. 14 (1808), p. 8, die Be- 
dingung für das Vorhandensein einer Schar von Orthogonalflächen im wesent- 
lichen richtig erkannt. Wie E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, nach- 
gewiesen, besteht diese Bedingung darin, dass erstens die „Brennflächen“ des 
Strahlensystems reell sind, und dass zweitens die beiden Scharen abwickelbarer 
Flächen, zu welchen sich die Strahlen des Systems dann zusammenfassen lassen, 
einander überall rechtwinklig schneiden. 
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2) A ist nicht identisch gleich Null, aber wenn man ? durch die 
Gleichung A=0 als eine Funktion von « und v erklärt, so erfüllt 
diese die Differentialgleichung: 

Tatt-Udu+V/dv=0 
bei beliebigen Werten von vw und v. Dann ist nur eine einzige Ortho- 
gonalfläche vorhanden, deren Gleichungen sich ergeben, wenn man in 
die Gleichungen (I) für # die durch die Gleichung A—0 erklärte 
Funktion von «u und v einsetzt. 

3) Von den eben erwähnten beiden Fällen trifft keiner zu. Dann 
giebt es keine Orthogonalfläche '*). 

Ist eine einfach unendliche Flächenschar gegeben, so giebt es 
immer unendlich viele verschiedene Flächenscharen (orthogonale Flächen- 
scharen), deren Flächen die der gegebenen Schar überall rechtwinklig 
schneiden. Aber unter diesen Flächenscharen finden sich im all- 
gemeinen keine zwei, deren Flächen einander ebenfalls überall recht- 
winklig schnitten!?). Für das Vorhandensein zweier solchen Scharen 
ist vielmehr, wenn die ursprünglich gegebene Flächenschar durch die 
Gleichung F(x, y,2) = c dargestellt wird, notwendig und hinreichend, 
dass die Funktion F' eine gewisse partielle Differentialgleichung dritter 
Ordnung erfülle. 

Wenn drei einfach unendliche Flächenscharen so beschaffen sind, 
dass jede Fläche, welche irgend einer von ihnen angehört, die Flächen 
der anderen Scharen überall rechtwinklig schneidet, so sagt man, dass 
sie ein dreifach orthogonales Flächensystem (Orthogonalsystem) bilden ??°). 


24. Isotherme Linien- und Flächenscharen (IIID5V, HID5). 
Eine einfach unendliche Flächenschar F'(«, %, 2) = c heisst nach @. Lame 
isotherm ?"), wenn der Quotient: 


134) Den Fall, dass die zweifach unendliche Linienschar im Raume durch 
zwei Differentialgleichungen von der Form: 
de dy da 
RR y 2277 
gegeben ist, wo X, Y, Z Funktionen von &, y, 2 bedeuten, sowie den Fall, dass 
sie durch zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten x, y, 2 und zwei Para- 
metern u, v bestimmt wird, hat @. Darboux, Lecons sur la theor. gen. des 
surf. 2, p. 256—273, behandelt. Ebendaselbst wird die geometrische Bedeutung 
der Bedingung für das Vorhandensein einer Schar von Orthogonalflächen ein- 
gehend erörtert. 
135) Dies ist zuerst von J. Bouquet, J. de math. (1) 11 (1846), p. 446 ff. an 
Beispielen nachgewiesen worden. 
136) Näheres über die umfangreichen, der erwähnten Differentialgleichung 
und den Orthogonalsystemen gewidmeten Untersuchungen siehe IID6.a. 
137) Der Ausdruck :sotherm wird von Lame zuerst in den Annales de 
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FatrfytR: 
F?+F?-+F% 


eine Funktion von c allein ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so kann man nach @. Lame'?°) die 
Flächenschar immer durch eine Gleichung V(x, y, 2) = ce von solcher 
Beschaffenheit darstellen, dass die Funktion V die Differentialgleichung: 


ea 
befriedigt. Ist nämlich: 


LE Ehe: 
F: FF+Z F% Fan p(F') 


und: 
[o(F)ir - DL), 


so braucht man nur: 


ang —[e "ar 


zu nehmen. Hierdurch wird die eingeführte Benennung gerechtfertigt, 
da die Flächen einer solchen Schar immer als Flächen gleicher Tempe- 
ratur in einem ungleichmässig erwärmten aber in stationärem Zustand 
befindlichen homogenen Körper angesehen werden können '??). Zugleich 
hängt hierdurch der Begriff einer isothermen Flächenschar mit dem 
Begriff des Newton’schen Potentials und dem einer „harmonischen 
Funktion“ (ITA 7b) zusammen. 

Jede Funktion V, welche zu einer isothermen Flächenschar in 
der angegebenen Beziehung steht, heisst ein thermometrischer ') (ther- 
mischer, isometrischer) Parameter der Flächenschar. 

Entsprechende Erklärungen und Sätze gelten für einfach unend- 
liche ebene Linienscharen '*!). 


Chimie et de Physique par Gay-Lussac et Arago 53, Paris 1833, p. 195, ge- 
braucht. 

138) @. Lame, Paris Mem. div. sav. 5 (1838), p. 174—175 = J. de math. 
(1) 2 (1837), p. 147—149, oder J. de math. (1) 5 (1840), p. 344, oder Lesons sur 
les fonctions inverses etc., Paris 1857, p. 4—6, oder Lecons sur les coordonndes 
curvilignes, Paris 1859, p. 31—32. 

139) Vgl. J. Fourier, Theorie analyt. de la chaleur, Paris 1822, art. 123 
— Oeuvres 1, p. 99—101. 

140) G. Lame, Lecons sur les fonctions inverses etc. Paris 1857, p. 2. 

141) Vgl. @. Lame, J. &c. polyt. 14, cah. 23, 1834, p. 240—241. — S$. Lie 
hat, Vorl. üb. DifferentialgIn. mit bek. inf. Transf., hsg. v. @. Scheffers, Leipzig 
1891, p. 156, die notwendige und hinreichende Bedingung dafür angegeben, dass 
eine ebene Linienschar, welche durch eine Differentialgleichung von der Form: 


X (a, y)dy — Y (a, y) da = 0 
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Ist eine ebene Linienschar isotherm, so ist ihre Orthogonalschar 
stets ebenfalls isotherm. 

Eine auf einer krummen Fläche liegende einfach unendliche 
Linienschar heisst isotherm, wenn sie als das konforme Abbild einer 
ebenen isothermen Linienschar angesehen werden kann. 

Wenn alle drei Scharen eines dreifach orthogonalen Flächen- 
systems isotherm sind, so ist das System, wie @. Lame bewiesen 
hat!#2), entweder ein System konfokaler Flächen zweiten Grades, oder 
eine seiner Ausartungen, oder es besteht aus einer Schar paralleler 
Ebenen und zwei Scharen von Cylindern, deren Schnitte mit jenen 
Ebenen beliebige isotherme, zu einander orthogonale Linienscharen sein 
können, oder aus einer Schar konzentrischer Kugeln und zwei Scharen 
von Kegeln, die ihre Spitzen in dem gemeinsamen Mittelpunkt jener 
Kugeln haben und dieselben in beliebigen '?) zu einander rechtwinkligen 
isothermen Linienscharen schneiden. 

Wenn zwei Linien a,b einer ebenen Linienschar ®(x, y) = ce mit 
zwei Linien !, m der Orthogonalschar ein geschlossenes Viereck bilden, 
so kann man im allgemeinen vier bez. den Linien a, b, I, m unendlich 
nahe benachbarte Linien der betrachteten Scharen so bestimmen, dass 
an drei Ecken des erwähnten Vierecks unendlich kleine Quadrate 
entstehen. Dann ist aber das an der vierten Ecke entstehende un- 
endlich kleine Viereck im allgemeinen kein Quadrat. Wenn jedoch 
auch an dieser vierten Ecke im allgemeinen jedesmal ein Quadrat 
entsteht, einerlei wie man das ursprüngliche Viereck wählt, so sagt 
man, die betrachtete Linienschar vermöge zusammen mit ihrer Ortho- 
gonalschar die Ebene in umendlich kleine Quadrate zu teilen. 

Damit dies eintrete, ist notwendig und hinreichend, dass der Quotient: 

®, + Di 


eine Funktion von c allein sei!“). Die Linienscharen, welche die in 


gegeben ist, isotherm sei. Zugleich hat er gezeigt, dass, falls diese Bedingung 
erfüllt ist, die Integration der Differentialgleichung nur Quadraturen verlangt. 

142) J. de math. (1) 8 (1843), p. 397. Vereinfachungen des Beweises sind 
angegeben von O. Bonnet, J. &c. polyt. 18, cah. 30 (1845), p. 141, und J. de 
math. (1) 14 (1849), p. 401. Vgl. auch @. Darboux, Lecons sur la th. gen. des 
surf. 2, p. 399—401. 

143) Vgl. hierzu die von O. Bonnet, J. de math. (1) 14 (1849), p. 416, ge- 
gebene Berichtigung der von @. Lame, J. de math. (1) 8 (1843), p. 399, gemachten 
Angaben, in welchen von den Kegeln irrtümlicherweise gefordert wird, dass sie 
vom 2. Grade seien. 

144) Einen Beweis kann man aus den von E. Beltrami, Gi. di mat. 2 (1864), 
p. 368, angestellten Betrachtungen ableiten. 
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Rede stehende Eigenschaft haben, erweisen sich somit als überein- 
stimmend mit den isothermen ebenen Linienscharen. 

Ist u(&, y) ein thermometrischer Parameter einer isothermen 
ebenen Linienschar, so erhält man eine angenäherte Einteilung des von 
der Schar überdeckten Bereiches in Quadrate, wenn man eine Funktion 
v(&, y) so bestimmt, dass die Differentialgleichungen: 


„= —u 


% y? O7 Ur 


bestehen, und sodann nach geeigneter Annahme zweier arıthmetischen 


Reihen: 


RUSS IBERUNGERONTS RUN. 


von der gleichen Differenz diejenigen Linien einzeichnet, welche durch 
die Gleichungen: 

uRYy)=u, va), (,x=1,2,.--) 
dargestellt werden. 

Eine Ausdehnung der vorangehenden Betrachtungen auf den 
Raum ist nur in sehr beschränktem Masse möglich. Eine Binteilung 
des Raumes in unendlich kleine Würfel kann nämlich, wie J. Liowville 
bewiesen hat!*), nicht anders hervorgebracht werden, als: 

A) durch drei Scharen paralleler Ebenen, welche sich paarweise 
rechtwinklig schneiden, und: 

B) durch drei Scharen von Kugeln, welche aus drei solchen Ebenen- 
scharen durch Abbildung vermittelst reziproker Radien entstehen. 


III. Inhaltsberechnungen. 


25. Inhaltsberechnung ebener Flächenstücke (Quadratur)!#®). 
Wenn die Begrenzung eines endlichen ebenen Bereiches von einer 


145) J. Liowville in @. Monge, Appl. de l’anal., 5. ed. 1850, Note VI, 
p. 609—616, nachdem er den Satz selbst ohne Beweis bereits J. de math. (1) 
13 (1848), p. 220, und J. de math. (1) 15 (1850), p. 103, ausgesprochen hatte. 
Aus anderen Quellen hat S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 145, und Geom. d. Be- 
rührungstransformationen 1, Leipzig 1896, p. 419—425, den gleichen Satz her- 
geleitet. Einen kurzen geometrischen Beweis gab A. Capelli, Ann. di mat. (2) 
14 (1886—87), p. 227, insbesondere p. 229—230. Wegen der Ausdehnung auf einen 
Raum von mehr als drei Dimensionen, auf deren Möglichkeit schon J. Liou- 
ville, J. de math. (1) 13 (1848), p. 220, hingewiesen hatte, vgl. 5. Lie, Götting. 
Nachr. 1871, p. 191, u. Math. Ann. 5 (1872), p. 186. 

146) Vgl. hierzu IA5, Nr.15, HIA 1, und E. H. Dirksen, Berl. Abh. 1833, p.123. 
(s. Fussn. 49), sowie P. Stolz, Grundzüge der Diff.- u. Integralrechn. 3, Leipzig 
1899, insbesondere p. 60, 111, 200 f. — Die Inhaltsermittelung durch Anwen- 
dung mechanischer Hülfsmittel (Planimeter) ist in ITA 2, Nr. 56—58 be- 
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endlichen Anzahl gerader Strecken gebildet wird, so kann der Bereich 
immer auf unzählig viele verschiedene Weisen durch eine endliche 
Anzahl gerader Querschnitte so in Teile zerlegt werden, dass diese 
Teile passend aneinander gefügt ein Rechteck decken, dessen eine 
Seite der Längeneinheit gleich ist. Wie F. Schur *") und O. Rausen- 
berger *?) und auf anderem Wege W. Killing “”) bewiesen haben, be- 
hält die andere Seite dieses Rechtecks bei allen verschiedenen Zer- 
schneidungen und Wiederzusammenfügungen ein und desselben Bereiches 
die gleiche Länge "°®). 

Die Zahl, welche diese Länge misst, giebt an, wieviel Einheits- 
quadrate mit den Teilen des betrachteten Bereiches bedeckt werden 
können, und wird deshalb der Flächeninhalt dieses Bereiches genannt. 

Wenn zweitens ein endlicher ebener Bereich ®Ö in anderer Weise 
begrenzt, jedoch so beschaffen ist, dass die obere Grenze OÖ der 
Flächeninhalte aller eingeschlossenen Bereiche von der vorher betrach- 
teten Art mit der unteren Grenze U der Inhalte aller einschliessenden 
Bereiche dieser Art zusammenfällt, so nennt man den gemeinsamen 
Wert der beiden erwähnten Grenzen den Flächeninhalt des Bereiches B. 

Fällt endlich drittens die obere Grenze O nicht mit der unteren 
Grenze U zusammen, so heisst O der innere und U der äussere Inhalt 
des Bereiches ®, aber ein Inhalt schlechthin kommt diesem Bereiche 
nicht mehr zu. (Vgl. IA5, Nr. 15.) 

Wenn ein ebener Bereich ® sich ins Unendliche erstreckt, aber 
der im Innern eines Kreises mit einem festen Mittelpunkt und einem 
veränderlichen Radıus r enthaltene Teil des Bereiches für jeden Wert 
von r einen bestimmten Inhalt hat und dieser letztere bei unbegrenzt 
wachsendem r einem endlichen Grenzwert zustrebt, so versteht man 
unter dem Inhalt des Bereiches ® eben diesen Grenzwert. 

Ist B ein endlicher ebener Bereich, dem ein bestimmter Inhalt J 
zukommt, und ist nach Überdeckung der Ebene von B mit irgend 
einem Netz gleich grosser Quadrate, deren Seitenlänge A heissen möge, 


handelt. Vgl. hierüber auch W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde 2, 
5. Aufl., Stuttgart 1897, p. 109—130, und IID 11. 

147) F. Schur, Dorpat Naturf.-Ges. Ber. 10, 1892. 

148) O. Rausenberger, Math. Ann. 43 (1893), p. 601. 

149) W. Killing, Einführung in die Grundlagen der Geometrie 2, Pader- 
born 1898, p. 22—31. 

150) Einen vom Archimedischen Axiom (IA 5, Nr.18) unabhängigen Beweis 
dieses Satzes hat D. Helbert gegeben, Festschrift zur Feier der Enthüllung 
des Gauss-Weber-Denkmals in Göttingen, Leipzig 1899, p. 40—49. Vgl. ferner 
L. Gerard, Bull. de math. spec. 1; Bull. de math. el&m. 1 et 2; Bull. Soc. math. 
de France 23 (1895), p. 268. 
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n die Anzahl derjenigen Quadrate, welche man erhält, wenn man alle 
ganz im Innern von ® enthaltenen Quadrate beibehält, und ausserdem 
beliebig viele von denjenigen, welche Punkte der Begrenzung von B 
enthalten, so nähert sich das Produkt A?» bei verschwindendem A 
stets dem Grenzwert J. 

Hat ein ebener Bereich B einen bestimmten Inhalt J, so hat 
seine orthogonale Projektion auf eine beliebige zweite Ebene ebenfalls 
einen bestimmten Inhalt, und zwar, wenn « den spitzen Winkel zwischen 
beiden Ebenen bezeichnet, den Inhalt J cos «. 

Wenn f(x) eine Funktion bezeichnet, welche auf einem endlichen 
Intervall mit der unteren Grenze «a und der oberen Grenze b inte- 
grierbar (IL A 2, Nr. 31) und nirgends negativ ist, so kommt dem- 
jenigen Bereich, welcher in der Ebene eines rechtwinkligen Systems 
von Parallelkoordinaten (x, y) durch die Ungleichheiten: 

a<a<b, 0<y</@) 


abgegrenzt wird, stets ein bestimmter Inhalt zu, und dieser wird 
b 


durch das Integral f(x) dx dargestellt. 


Ist in einem System ebener Polarkoordinaten (r, p) eine (analy- 
tische (II A 1, Nr. 12)) Linie ? gegeben durch eine Gleichung r = f(), 
so wird der Inhalt J desjenigen Bereiches, welchen der Leitstrahl r 
überstreicht, während die Abweichung p stetig wachsend ein endliches 
Intervall «... 8 durchläuft, gegeben durch die Gleichung: 

ß 
J = s / r2d 9. 


Dabei sind, falls 8 — « > 2x ist, die mehrfach überstrichenen Teile 
des Bereiches auch entsprechend oft bei der Inhaltsbestimmung in 
Anschlag zu bringen. 

Führt man statt der Polarkoordinaten rechtwinklige Koordinaten 
x,y mit dem gleichen Anfang ein, so erhält man, wenn «= g(t), 
y=h(t) die Gleichungen von I! in dem rechtwinkligen System und 
a, b die den Werten «, ß von gp entsprechenden Werte von ? bezeichnen, 
vorausgesetzt, dass wachsenden Werten von g auch wachsende Werte 
von t entsprechen, für den en J den Ausdruck: 


if | 9 ki) 
; gt) Mk) 
dessen Anwendbarkeit, wie aus dem Nachfolgenden hervorgehen wird, 


auch auf solche Fälle ausgedehnt werden kann, in denen die ge- 
machten Voraussetzungen nicht mehr sämtlich zutreffen. 


62 TID1,2. H.v. Mangoldt. Anwendung der Differential- u. Integralrechnung. 


Die vorangehenden Regeln für die Inhaltsberechnung in Parallel- 
und Polarkoordinaten können als besondere Fälle des folgenden all- 
gemeinen Satzes!?!) angesehen werden: 

Wenn eine Strecke P,P, sich in der Ebene eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems bewegt und die Koordinaten z2,,%Y,; %,,% Ihrer 
Endpunkte als Funktionen ein- und derselben Hülfsveränderlichen £ 
gegeben sind, so wird der Inhalt desjenigen Bereiches, welchen die 
Strecke P, P, überstreicht, während t ein Intervall «...b durchläuft, 
vorausgesetzt, dass die Strecke P, P, dabei nie mehr als einmal durch 
den gleichen Punkt geht, gegeben durch den absoluten Wert des 


Ausdrucks: 
b 
1 
2 


Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen «,v ein ganz im End- 
lichen liegender Bereich B gegeben ist, der einen bestimmten Flächen- 
inhalt hat, wenn ferner für einen den Bereich ® ganz im Innern 
enthaltenden grösseren Bereich B’ zwei Funktionen g(u, v), h(u, v) 
gegeben sind, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in ®’ überall 


Ile 
h 


I — U Y%—Yı 


dx, , I% dy, , 4% 
Prise mare 


vorhanden und stetig sind und die Bedingung | 


>0O erfüllen, 


® ® 


und wenn endlich durch die Gleichungen x = g(u, v), y= h(u, v) je 
zwei verschiedenen Punkten des Bereiches B auch verschiedene Werte- 
paare x, y zugeordnet werden, so hat der dem Bereich ® entsprechende 
Bereich im Gebiet der Veränderlichen x, y ebenfalls einen bestimmten 
Inhalt, und dieser wird durch das über B zu erstreckende Integral: 


dargestellt !?2). 


Hat man in einer Ebene einen positiven und einen negativen 
Drehungssinn unterschieden, und ist für die Begrenzung eines in dieser 
Ebene enthaltenen endlichen und einfach zusammenhängenden (II A 4) 
von einer endlichen Anzahl analytischer Linien begrenzten Bereiches 
eine bestimmte Umlaufungsrichtung vorgeschrieben, so ist es häufig 
zweckmässig, nach dem Vorgang von A. F. Möbius") als Inhalt 


du dv 


Ih 
IR, 


151) Vgl. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 237—239, oder Lezioni 
di analisi 2, p. 224. 

152) Dieser Satz ist ein spezieller Fall der ITA 2, Nr. 41 behandelten Regeln 
für die Transformation mehrfacher Integrale. 

153) A. F. Möbius, Der barycentr. Calcul, Leipzig 1827, $ 17, 18 = Ges. 


N 
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des Bereiches diejenige positive oder negatiwe Zahl zu bezeichnen, deren 
absoluter Wert die Anzahl der in dem Bereich enthaltenen Einheits- 
quadrate angiebt und deren Vorzeichen 4 oder — ist, je nachdem 
ein die Begrenzung in der vorgeschriebenen Richtung beschreibender 
Punkt das Innere im positiven oder negativen Sinne umläuft?®). 
Zugleich pflegt man, wenn eine in der betrachteten Ebene sich be- 
wegende Strecke, bei welcher man einen Anfangspunkt A und einen 
Endpunkt 5 unterschieden hat, einen festen Punkt überstreicht, eine 
Überstreichung in positiver (d. h. wie bei einer positiven Drehung 
um A) und in negatiwer Richtung zu unterscheiden, und sodann als 
Inhalt der gesamten von AB bei einer endlichen Bewegung über- 
strichenen Fläche die algebraische Summe derjenigen Zahlen anzusehen, 
welche man erhält, wenn man die in der früheren Weise erklärten 
Flächeninhalte der in positiver, bez. negativer Richtung überstrichenen 
Flächenstücke mit dem Vorzeichen +, bez. — versieht. 

Bei diesen Festsetzungen können mehrere der vorangehenden 
Sätze durch gänzliche oder teilweise Aufhebung der ihre Gültigkeit 
einschränkenden Voraussetzungen erweitert werden. Ferner gilt fol- 
gender Satz 1°): Wenn in einer Ebene eine geschlossene Linie I 
gegeben und ein fester Punkt A nach Belieben angenommen ist, so 
ist der Inhalt J der Fläche, die von der geraden Verbindungslinie des 
Punktes A mit einem auf / beweglichen Punkte B überstrichen wird, 


Werke 1, p. 39—41, und Leipz. Ber. 17 (1865), p. 42 — Ges. Werke 2, p. 485. 
Zum ersten Male dürften positive und negative Flächeninhalte in systematischer 
Weise unterschieden worden sein von L. F‘ Meister, Gott. Nov. Comm. 1 (1770), 
p. 144. 

154) Nimmt man zwischen drei in der Ebene eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems liegenden Punkten eine bestimmte Reihenfolge P,,P,, P, an, 
wählt sodann die dieser Reihenfolge entsprechende Umlaufsrichtung des Drei- 
ecks P,P,P, als positive und erklärt hierauf den Inhalt J des Dreiecks gemäss 
der obigen Festsetzung, so erreicht man den Vorteil, dass die Formel: 


} 1x, Yı 
1% % 
Me 


in welcher &,,Yı; X; Ya; Lgı Ys bez. die Koordinaten der Punkte PirErek; 
bedeuten (vgl. R. Baltzer, Theorie u. Anwend. der Determinanten, Leipzig, 
4. Aufl., 1875, $ 15), ohne jede Ausnahme gilt. 

155) Vgl. A. F. Möbius, Der barycentr. Caleul, Leipzig 1827, $ 165, Anm. 
—= Ges. Werke, p. 200, und Leipz. Ber. 17 (1865), p. 43 = Ges. Werke 2, p. 486. 
— Dass auch Gauss die Unterscheidung positiver und negativer Flächeninhalte 
für zweckmässig gehalten und den obigen Satz schon 1825 gekannt hat, geht 
aus Werke 8, p. 398 f. hervor. 


R) 
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während BD die Linie } einmal in vorgeschriebener Richtung durch- 
läuft, von der Lage des Punktes A unabhängig. 

Falls / sich nicht selbst schneidet, stimmt J mit dem Inhalt des 
von } begrenzten endlichen Teiles der Ebene überein. Und wenn / 
sich selbst schneidet, pflegt man als Erklärung festzusetzen, dass unter 
dem „Imhalt der geschlossenen, in vorgeschriebener Richtung zu be- 
schreibenden Linie I“ eben der Wert J verstanden werden soll. 

Zahlreiche Sätze über Beziehungen zwischen den Inhalten solcher 
ebener Bereiche, welche ganz oder teilweise von Linien begrenzt sind, 
die als Fusspunktlinien oder Rouletten (III D4) erklärt sind, und 
mannigfaltige Anwendungen dieser Sätze auf die Inhaltsberechnung 
besonderer Bereiche hat J. Steiner angegeben '°®). 


26. Inhaltsberechnung gekrümmter Flächenstücke (Kompla- 
nation). Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen «u, v für einen 
endlichen Bereich ®, dem ein bestimmter von Null verschiedener Inhalt 
zukommt, drei im Innern sowie auf der Begrenzung reguläre analy- 
tische Funktionen p(w, v), y(u, v), d(u, v) eindeutig erklärt sind, wenn 
ferner die Determinanten: 


Ku Pau Vu Pu 
Xv V, D, p, 
nicht sämtlich gleich Null sind, und durch die Gleichungen: 
= om), ymılWmv),, 2=YVlWv) 

ein dem Bereich B entsprechendes Flächenstück % gegeben ist, so 
kann man eine „dem Flächenstück % eingeschriebene Polyederfläche“ 
folgendermassen bilden: Man nimmt in der Ebene der Veränderlichen 
w,v ein den Bereich B einfach, aber ganz überdeckendes Netz von 
Dreiecken an, behält von diesen nur diejenigen bei, deren Eckpunkte 
sämtlich dem Bereich B angehören”), und verbindet jedesmal die- 


156) J. £. Math. 18 (1838), p. 278 und 369 — Ges. Werke 2, p. 65, und 
J. f. Math. 21 (1840), p. 33 und 101 = Ges. Werke 2, p. 99. Ausdehnungen 
auf den Raum hat 7. A. Hirst, Lond. Trans. 153 (1863), p. 13, gegeben. (In 
französischer Sprache und teilweise umgearbeitet wieder abgedruckt J. f. Math. 62 
(1863), p. 246.) Vgl. ferner A. Amsler, Üb. d. Flächeninh. u. d. Vol. durch Bew. 
erz. Kurven u. Flächen u. üb. mech. Integrationen, Diss. Basel, Schaffhausen 1880, 
und IV 3, Nr. 22. 

157) Man könnte ohne wesentliche Änderung des Nachfolgenden ausser den 
hier erwähnten Dreiecken auch noch beliebig viele derjenigen am Rande von Ö 
gelegenen Dreiecke beibehalten, welche mit dem Bereich ® oder seiner Begren- 
zung wenigstens einen Punkt gemeinsam haben. Vgl. O. Hölder, Beiträge zur 
Potentialtheorie, Diss. Tüb., Stuttgart 1882, p. 20ff., woselbst auch die Frage 
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jenigen drei Punkte von %, welche den Ecken eines der beibehaltenen 
Dreiecke entsprechen, durch ein ebenes Dreieck. 

Wenn man hierbei nach willkürlicher Annahme eines konstanten 
S 
Ebene u, v anzunehmenden Dreiecke der Bedingung unterwirft, dass 
keiner der in ihnen vorkommenden Winkel grösser als o sein solle 1°), 
und sodann das Ö bedeckende Dreiecksnetz in irgend einer Weise 
unbegrenzt verfeinert, jedoch so, dass alle Dreiecksseiten zuletzt un- 
endlich klein werden, so nähert sich die Summe der Flächeninhalte 
aller Dreiecke, aus welchen die in der angegebenen Weise dem Flächen- 
stück 5 eingeschriebene Polyederfläche zusammengesetzt ist, einem 
endlichen Grenzwert J, welcher unabhängig davon ist, wie man bei 
der Verfeinerung des Dreiecksnetzes verfährt, und auch dann keine 
Änderung erleidet, wenn man statt der ursprünglich gegebenen irgend 
eine andere den gleichen Voraussetzungen genügende analytische Dar- 
stellung des Flächenstücks 5 zu Grunde legt. 

Dieser Grenzwert J heisst der Inhalt des Flächenstücks %. Er 
wird durch das über ® zu erstreckende Integral: 


SJv2-+B?+ 0O:dude, 
JSJVEG— F? du dv 


dargestellt, wo zur Abkürzung: 


Eptmtbı E-mMpTlrt Wr, Ep tk ti 
gesetzt ist. 

Wenn man ein in der angegebenen Weise gegebenes Flächenstück 
3 in irgend einer Weise durch analytische Linien in eine endliche 
Anzahl von Teilen zerlegt, sodann diese Teile, nachdem man sie in 
irgend welche Lagen im Raume gebracht hat, senkrecht auf eine 
Ebene projiziert und durch Addition der Inhalte aller so erhaltenen 
Projektionen eine Summe $ bildet, so stellt der Inhalt J von % die 
obere Grenze aller Werte dar, welche 8 für alle möglichen Zerlegungen 
von % und alle möglichen Stellungen der einzelnen Teile zur Pro- 
jektionsebene annehmen kann '°”). 


Winkels », der grösser als aber kleiner als x ist, die in der 


oder auch durch: 


behandelt ist, wie weit sich die im vorangehenden gemachten Voraussetzungen 
auf ein geringeres Mass zurückführen lassen. 

158) Auf die Notwendigkeit dieser oder einer gleichwertigen Nebenbedingung 
haben O. Hölder, a.a.0. p. 29, @. Peano (vgl. Rom. Linc. Rend. (4) 6 (1890), p. 55) 
und H. A. Schwarz, Ges. math. Abhandl. 2, Berlin 1890, p. 309—311, oder Cours 
de M. Hermite, professe pendant le 2° semestre 1881/82, second tirage, Paris 
1883, p. 35—36, aufmerksam gemacht. | 

159) @. Peano hat diese Eigenschaft des Inhaltes zur Erklärung desselben 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 3. 5 
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Im Anschluss an den in Nr. 10 erwähnten Vorschlag zur Er- 
klärung des Begriffs „Länge“ bei einer Linie hat H. Minkowski !°°) 
einen ähnlichen Vorschlag auch zur Erklärung des Begriffs „Inhalt“ 
bei einer Fläche mit folgenden Worten gemacht: „Es sei F' eine 
Fläche. Man konstruiere in entsprechender Weise (vgl. Nr. 10) den 


Bereich der Entfernung <r von F. Es sei V(r) das Volumen dieses 
. r) 


Bereiches, so kann der Grenzwert von —— für ein nach Null ab- 


nehmendes r (vorausgesetzt, dass die V(r) sowie dieser Grenz- 
wert existiert), als Oberfläche der Fläche F eingeführt werden.“ 

Zwischen den Inhalten einander entsprechender Elemente von 
zwei parallelen Flächen %, % besteht eine von J. Steiner !%) an- 
gegebene Beziehung. Wenn nämlich do, do’, R,, R,, h die Zahlen 
bedeuten, welche sich bei Beachtung gewisser Vorzeichenregeln bez. 
für die Inhalte zweier einander entsprechenden Elemente von % und %, 
die Hauptkrümmungsradien (Nr. 35) von % am Orte von do und den 
Abstand der Flächen 3%, % ergeben, so ist: 


a0 dol1—h(z ar a)t+® 
Ist für ein endliches Intervall @...b eine nirgends negative 
Funktion f(x) und durch die Gleichung y=f(x) eine Linie / ge- 
geben, so wird der Inhalt derjenigen Umdrehungsfläche, welche durch 


die Umdrehung von ! um die Abscissenaxe entsteht, gegeben durch 
den Ausdruck: 


2n/f(ayitlf (ol de. 


b 
Durch Multiplikation mit Ik 1+[f(«)P dx und gleichzeitige Division 
durch die nämliche Zahl ergiebt sich hieraus die erste Guldin’sche'°?) 


benutzt. Vgl. Applicazioni geom. p. 164, und Rom. Linc. Rend. (4) 6 (1890), p. 54, 
woselbst auch geschichtliche Mitteilungen über andere Arten der Erklärung ge- 
geben sind. 

160) FH. Minkowski, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 9 (1901), p. 115. 
Vgl. auch ©. W. Borchardt, J. de math. (1) 19 (1854), p. 369 = Ges. Werke, hrsg. 
v. @. Hettner, Berlin 1888, p. 67. | 

161) J. Steiner, Berl. Mon.-Ber. 1840, p. 117 = Ges. Werke 2, p. 176. Ver- 
schiedene Folgerungen aus dieser Beziehung giebt C. W. Borchardt a. a. O. 

162) So genannt wegen ihres Vorkommens in P. Guldin, Centrobaryca, 
Viennae, 1640, obwohl sie sich schon bei Pappus (Collect. hrsg. v. F. Hulisch, 2, 
Berlin 1877, p. 683) findet. G@. Monge hat, Applie. de l’analyse, 5. ed. par Liou- 
ville, p. 333, die Guldin’schen Regeln auf den Fall ausgedehnt, dass die die er- 
zeugende Figur tragende Ebene auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche abrollt 
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Regel: Der Inhalt einer Umdrehungsfläche ist gleich der Länge ihres 
Meridians multipliziert mit der Bahn, welche der Schwerpunkt dieses 
Meridians bei einer Umdrehung um die Axe beschreibt. 


27. Inhaltsberechnung in der nichteuklidischen Geometrie !®°). 
In der nichteuklidischen Geometrie gelten, vorausgesetzt, dass man als 
Mass des Winkels zwischen zwei einander schneidenden Geraden g, g’ 
die Zahl 47 log nat D ansieht, wo D das Doppelverhältnis des Strahlen- 
paares g, g’ zu dem Paar der beiden vom Schnittpunkt der Geraden 
9, 9 an den „absoluten“ Kegelschnitt ihrer Verbindungsebene gehen- 
den Tangenten bedeutet, die folgenden Erklärungen und Sätze: 

Wenn ds und ds’ die nichteuklidisch gemessenen Längen zweier 
Seiten eines unendlich kleinen Dreiecks und « den ebenfalls nicht- 
euklidisch gemessenen von ihnen eingeschlossenen Winkel bedeuten, 
so nennt man das Produkt 4dsds sin« (dessen Wert sich nur um 
eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung ändert, wenn man eine 
der Seiten ds, ds’ durch die dritte Seite des gleichen Dreiecks und 
zugleich « durch den neuen eingeschlossenen Winkel ersetzt) den 
Inhalt des unendlich kleinen Dreiecks. Ferner versteht man unter 
dem Inhalt eines ebenen Bereiches von endlichen Dimensionen die 
Summe der Inhalte seiner Elemente und erklärt endlich den Inhalt 
eines gekrümmten Flächenstücks als Grenzwert des nichteuklidisch 
gemessenen Inhalts einer eingeschriebenen Polyederfläche von der 
gleichen Beschaffenheit wie in der euklidischen Geometrie. 

Ist nach Einführung irgend welcher Koordinaten «, v in einer 
Ebene oder auf einer krummen Fläche (Nr. 54): 

Edu? +2Fdudv + G dv 

das Quadrat des nichteuklidisch gemessenen Abstandes der Punkte 
mit den Koordinaten u, v und u+ du, v-+ dv, so wird der Inhalt 
eines beliebigen Teiles der Ebene, beziehungsweise Fläche, gegeben 
durch das Integral //vE# — F?dudv, erstreckt über den ent- 
sprechenden Bereich im Gebiet der Veränderlichen u, v. 

Ist X das Krümmungsmass einer nichteuklidischen Massbestim- 
mung, A das Doppelverhältnis zweier Punkte A, B zu den Schnitt- 
punkten ihrer geraden Verbindungslinie mit der „absoluten” Fläche 


163) Vgl. J. Frischauf, Absolute Geom. nach J. Bolyai, Leipzig 1872, p. 69 
— 79; J. Frischauf, Elemente d. absol. Geom., Leipzig 1876, p. 90—98; F'. Eingel 
u. P. Stäckel, Urkunden zur Gesch. d. nichteukl. Geom. 1, N.J. Lobatschefski), 
Leipzig 1898, p. 33—46, nebst Anmerkungen p. 265—282, und F. Klein, Nicht- 
Euklidische Geom. 1, autogr. Vorl. Winter 1889—90, 2. Abdr. Göttingen 1893, p. 118 
—125, sowie lIIA 1. 


5* 
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zweiten Grades, und hat man die Zahl 2: - log nat A als Mass des 


VR 


Abstandes der Punkte A, DB angenommen, so wird der Inhalt eines, 
Dreiecks mit den nichteuklidisch gemessenen Winkeln «, ß, » gegeben 
durch den Ausdruck: 


1 
ze+ß+tr— a) 
und der eines Kreises, dessen Radius nichteuklidisch gemessen die 


Länge r hat, durch: 
An ( he = 
Ri sın 3 


Falls X negativ ist, hat bei den getroffenen Festsetzungen das Ein- 
heitsquadrat auf der „Grenzfläche“ den Inhalt Eins. 


28. Rauminhaltsberechnung (Kubatur). Eine Erklärung dafür, 
was unter dem Rauminhalt eines endlichen, von einer endlichen An- 
zahl ebener Flächenstücke begrenzten Teiles des Raumes zu ver- 
stehen sei, lässt sich nscht durch eine Erweiterung derjenigen Er- 
klärung gewinnen, die im Anfang der Nr. 25 für den Flächeninhalt 
eines endlichen, von einer endlichen Anzahl gerader Strecken be- 
grenzten ebenen Bereiches gegeben wurde. Denn, wie M. Dehn !°*) 
bewiesen hat, giebt es Fälle (ein Beispiel bietet das reguläre Tetraeder), 
in denen es auf keine Weise möglich ist, einen räumlichen Bereich 
der bezeichneten Art durch eine endliche Anzahl ebener Querschnitte 
so in Teile zu zerlegen, dass man mit diesen Teilen durch andere 
Anordnung derselben ein über dem Quadrat der Längeneinheit als 
Grundfläche stehendes rechtwinkliges Parallelepipedon genau ausfüllen 
könnte. Ferner ist es in vielen dieser Fälle — insbesondere beim 
regulären Tetraeder — auch nicht möglich, den betrachteten Teil des 
Raumes und ein rechtwinkliges Parallelepipedon der bezeichneten Art 
durch Hinzufügung einer endlichen Anzahl beziehentlich kongruenter 
Polyeder zu solchen Polyedern zu ergänzen, die ihrerseits in endlich 
viele beziehentlich kongruente Polyeder zerlegt werden könnten. Des- 
wegen lässt sich die Anwendung unendlicher Prozesse auch in den 
elementarsten Teilen der Lehre von den Rauminhalten nicht ver- 
meiden. 

Von den vier Seitenflächen eines beliebigen Tetraeders T denke 
man sich irgend eine als Grundfläche angenommen und sodann den 
Raum durch drei auf einander senkrechte Scharen paralleler Ebenen, 


164) M. Dehn, Gött. Nachr. 1900, p. 345, und Math. Ann. 55 (1902), p. 465 
TA), 
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von denen eine zu jener Grundfläche parallel ist, in kongruente Würfel 
zerlegt, deren Kantenlänge A heissen möge. Wenn dann » die Anzahl 
derjenigen Würfel bedeutet, welche man erhält, wenn man alle ganz 
im-Innern von 7 gelegenen Würfel beibehält, und ausserdem beliebig 
viele von denen, welche Punkte der Begrenzung von 7 enthalten, so 
nähert sich das Produkt A’n bei verschwindendem A einem end- 
lichen Grenzwert v, und zwar immer demselben, einerlei ob man die 
Anzahl n so klein oder so gross macht, als es bei gegebenem A 
möglich ist. Für diesen Grenzwert erhält man zunächst den Aus- 
druck: 


= - Grundfläche - Höhe. 


Dieser kann aber in einen andern, aus den sechs Kanten von 7 zu- 
sammengesetzten Ausdruck 1°) umgewandelt werden, dessen Form zeigt, 
dass der Wert von v unabhängig davon ist, welche der vier Seiten- 
flächen von 7 man als Grundfläche gewählt hat. Weiter lässt sich 
zeigen, dass man auch die Forderung, eine der betrachteten Scharen 
paralleler Ebenen solle zu einer der Seitenflächen von 7’ parallel sein, 
fallen lassen kann, ohne dass das Produkt 4°» aufhört, dem gleichen 
Grenzwert v zuzustreben. | 

Der so erklärte Grenzwert v heisst das Volumen oder der Raum- 
inhalt des Tetraeders 7. | 

Sind &,, Y,, 2, für v=1,2, 3,4 die Koordinaten der vier Ecken 
P,, P,, P;, P, eines beliebigen Tetraeders 7 in Bezug auf ein recht- 
winkliges System OXYZ, so stellt der Ausdruck: 


la 2 
1 1, % % 
6| 12 9 2 


la, 2 


das Volumen von 7 dar, versehen mit dem Vorzeichen + oder —, 
je nachdem die Kanten P,P,, P,P,, P,P, ebenso zu einander liegen, 
wie die positiven Richtungen OX, OY, OZ der Koordinatenaxen 
oder nicht 16). 

Dementsprechend ist es häufig zweckmässig, nach dem Vorgang 
von A. F. Möbius, unter dem Volumen eines Tetraeders, zwischen 


165) Vgl. @. Ed. Guhrauer, Joachim Jungius und sein Zeitalter, Stuttgart 
1850, p. 297, oder L. Euler, Petrop. Nov. comm. 4 (1758), p. 158, oder .R. Balizer, 
Elemente der Math. 2 (6. Aufl. 1883), Buch 6, $ 6, Ende von Nr. 14. 

166) Vgl. R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig, 
4. Aufl. 1875, $ 15, woselbst sich auch historische Angaben finden. 
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dessen Ecken eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt ist, diejenige 
positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter Wert das 
Volumen in dem vorher erklärten Sinne angiebt, und deren Vorzeichen 
+ oder — ist, je nachdem die Strahlen, welche von der ersten nach 
der zweiten, dritten und vierten Ecke gehen, in einem zuvor fest- 
gelegten Sinne auf einander folgen oder nicht. 

A. F. Möbius hat gezeigt!°”), dass und wie man diesen Begriff des 
Volumens zunächst auf beliebige „gewöhnliche“ und „aussergewöhn- 
liche“ Pyramiden und sodann auch auf beliebige „gewöhnliche“ und die- 
jenigen „aussergewöhnlichen Polyeder“ (III A 3) ausdehnen kann, welche 
das „Gesetz der entgegengesetzten Kanten“ befriedigen, und dabei nach- 
gewiesen, dass sich das Volumen eines jeden solchen Polyeders als 
algebraische Summe der Volumina einer endlichen Anzahl von Pyra- 
miden (oder auch Tetraedern) darstellen lässt, welche entweder der 
Bedingung unterworfen werden können, sämtlich ein- und denselben 
willkürlich gewählten Punkt als Spitze zu haben, oder der Bedingung, 
dass ihre Grundflächen sämtlich in ein- und derselben Ebene liegen 
sollen, die zwar zu einer endlichen Anzahl gerader Linien nicht parallel 
sein, sonst aber ebenfalls nach Belieben angenommen werden darf. 

Zugleich hat Möbius unter Anführung von Beispielen gezeigt, 
dass es aussergewöhnliche Polyeder giebt, welche das Gesetz der ent- 
gegengesetzten Kanten nicht befriedigen, und bei welchen daher von 
einem Volumen nicht mehr die Rede sein kann. 

Wenn die Begrenzung eines endlichen räumlichen Bereiches 
nicht aus einer endlichen Anzahl ebener Flächenstücke besteht, der 
Bereich jedoch so beschaffen ist, dass die obere Grenze O der (positiv 
genommenen) Volumina aller eingeschlossenen gewöhnlichen Polyeder 
mit der unteren Grenze U der Volumina aller umschliessenden ge- 
wöhnlichen Polyeder zusammenfällt, so nennt man den gemeinsamen 
Wert der beiden erwähnten Grenzen das Volumen oder den Raum- 
inhalt des Bereiches 8. Andernfalls heisst O das innere und U das 
äussere Volumen von 8, aber ein Volumen schlechthin kommt dem 
Bereich 8 nicht mehr zu. 

Wenn ein räumlicher Bereich 8 sich ins Unendliche erstreckt, 
aber der im Innern einer Kugel mit einem festen Mittelpunkt und 
einem veränderlichen Radius r enthaltene Teil des Bereiches für jeden 
Wert von r ein bestimmtes Volumen hat, und dieses letztere bei un- 
begrenzt wachsendem r einem endlichen Grenzwert zustrebt, so ver- 
steht man unter dem Volumen des Bereiches & eben diesen Grenzwert. 


167) A. F. Möbius, Leipz. Ber. 17 (1865), p. 31 = Ges. Werke 2, p. 473. 
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Wenn in der XY-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
OXYZ ein endlicher Bereich B gegeben ist, welchem ein bestimmter 
Inhalt zukommt, und f(x, y) eine in diesem Bereiche einschliesslich 
seiner Begrenzung stetige und nirgends negative Funktion bedeutet, 
so hat der Körper, welcher von ®, dem durch die Begrenzung von B 
gehenden zur Z-Axe parallelen Cylinder und der Fläche z= f(x, y) 
begrenzt wird, ein bestimmtes Volumen, und dieses wird dargestellt 


durch das Integral: 
jun: (2, y) da dy, 


erstreckt über den Bereich B.!%) (Volumenberechnung oder Kubatur 
durch Zerlegung in Prismen.) 

Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen u, v für einen zu- 
sammenhängenden endlichen Bereich ®, welchem ein bestimmter von 
Null verschiedener Flächeninhalt zukommt, drei sowohl im Innern als 
auf der Begrenzung reguläre analytische Funktionen p(u, v), x(u, v), 
du, v)'°) gegeben sind, wenn ferner die Determinante: 


Mi wv| 
D=|9, Y Yu 
9 


im Innern und auf der Begrenzung von D überall von Null verschieden 
ist, und wenn endlich das durch die Gleichungen: 

=oWmo), y=ılWmo), 2=Ylwo) 
dargestellte, dem Bereich B entsprechende Flächenstück % jeden vom 
Anfang 0 des Koordinatensystems der x, y, 2 ausgehenden Strahl in 


höchstens einem Punkte schneidet, so hat der von % und demjenigen 
durch den Rand von % gehenden Kegel, dessen Spitze in O liegt, 


168) Eine Erweiterung dieses Satzes stellt der folgende von Ü. F\. Gauss 
(Comm. Gott. 2 (1813) = Werke 5 (1877), p. 6) angegebene Satz dar: 

Das Volumen eines Körpers wird durch ein jedes der drei über die ge- 
samte Oberfläche desselben zu erstreckenden Integrale: 


fx cos « ds, Sy cos ß ds, [z vos y ds 


dargestellt, in welchen ds das Element der Oberfläche, x, y, z die Koordinaten 
dieses Elementes und «, ß, y die Winkel bedeuten, welche die nach aussen ge- 
richtete Normale der Oberfläche am Orte von ds mit den positiven Richtungen 
der Koordinatenaxen bildet. 

169) Hinsichtlich der Funktionen 9, x, w würde die Voraussetzung ge- 
nügen, dass ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung in einem den Bereich, ® 
und dessen Begrenzung ganz im Innern enthaltenden grösseren Bereiche vor- 
handen und stetig sind. 
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begrenzte Körper ein bestimmtes Volumen und dieses wird durch den 
absoluten Wert des Ausdrucks: 


(fDaua 


dargestellt, wobei das Doppelintegral über B zu erstrecken ist!7%). 
(Volumenberechnung durch Zerlegung in Pyramiden.) 

Die Aufgabe, das Volumen eines gegebenen Körpers 8 zu be- 
rechnen, lässt sich indessen häufig einfacher lösen als durch Anwen- 
dung der vorangehenden Sätze. In vielen Fällen ist es nämlich mög- 
lich, eine einfach unendliche Flächenschar, insbesondere eine Schar 
paralleler Ebenen, von solcher Beschaffenheit anzugeben, dass das 
Volumen der zwischen irgend zwei unendlich nahe benachbarten 
Flächen der Schar enthaltenen Schicht von 8 ohne Schwierigkeit 
gefunden werden kann, und dann genügt zur Berechnung des Volumens 
von Sl eine einzige Integration. Eben deswegen gilt als praktische 
Regel für die Volumenberechnung, zuerst zu versuchen, eine Flächen- 
schar von der angegebenen Beschaffenheit aufzufinden. (Volumen- 
berechnung durch Zerlegung in Schichten.) 

Dieses Verfahren ist insbesondere auf Umdrehungskörper anwend- 
bar und führt, wenn man die Schar der auf der Axe senkrechten 
Ebenen zur Zerschneidung benutzt, zu folgender Regel: 

Wenn für ein endliches Intervall, dessen untere Grenze a und 
dessen obere Grenze b heissen möge, eine nirgends negative stetige 
Funktion f(x) gegeben ist, so wird das Volumen desjenigen Körpers, 
welcher durch die Umdrehung des durch die Ungleichheiten: 


a<a<b, 0<y<ile) 


abgegrenzten ebenen Bereiches um die Abscissenaxe entsteht, dar- 
gestellt durch den Ausdruck: 


7 Nr de. 


i | 
Durch Multiplikation mit [ f(x) dx und gleichzeitige Division durch 


170) Dieser Satz ist mehrfacher Erweiterungen fähig. Insbesondere stellt 
der folgende von CO. F. Gauss (Comm. Gott. 2 (1813) = Werke 5 (1877), p. 10) 
angegebene Satz eine solche Erweiterung dar: 

Das Volumen eines Körpers ist gleich dem dritten Teile des über die ge- 
samte Oberfläche zu erstreckenden Integrals ih rcose«ds, wo ds das Element der 
Oberfläche, r den Abstand dieses Elementes vom Koordinatenanfang und & den 
Winkel bedeutet, welchen die nach aussen gerichtete Normale der Oberfläche 
am Orte von ds mit der Richtung vom Koordinatenanfang gegen ds bildet. 
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die nämliche Zahl ergiebt sich hieraus die zweite @uldin’sche (vgl. 
Nr. 26) Regel: Das Volumen eines Umdrehungskörpers ist gleich dem 
Inhalt seines Meridianschnittes multipliziert mit der Bahn, welche der 
Schwerpunkt der Fläche dieses Meridianschnittes bei der Umdrehung 
um die Axe beschreibt. 

Wenn ein zusammenhängender endlicher Bereich 8 im Gebiet 
von drei Veränderlichen u, v, w, welchem ein bestimmtes Volumen 
zukommt, und ein Bereich $’ im Gebiet von drei anderen Veränder- 
lichen &, y, 2 durch drei Gleichungen: 


<= yp(wv,w), y=ıWıd, vo), 2=UWm® %), 
in denen @, x, ı drei sowohl im Innern als auf der Begrenzung von 


R reguläre Funktionen bedeuten, gegenseitig eindeutig auf einander 
bezögen sind und die Funktionaldeterminante (IB1b, Nr. 21): 


pP, 9, (DE 
Alt ode 


in St nirgends verschwindet, so hat der Bereich $’ ebenfalls ein be- 
stimmtes Volumen und dieses wird dargestellt durch den absoluten 
Wert des über 8 zu erstreckenden Integrals!"!): 


SI aduavaw. 


Vorschriften zur Volumenberechnung in der nichteuklidischen Geo- 
metrie finden sich bei J. Bolyai und N. J. Lobatschefsky *'”). Verein- 
fachungen derselben hat M. Simon !'?) angegeben. 


IV. Die Linien im Raume. 


29. Schmiegungsebene, Krümmungskreis, Haupt- und Binor- 
male einer gewundenen Linie''*). Wenn eine Linie Z in der Nähe 
eines Punktes P, analytisch auf die in Nr. 2, I angegebene Weise 


171) Vgl. Fussn. 152. 

172) Vgl. J. Frischauf, Absolute Geom. nach J. Bolyai, Leipzig 1872, 
p. 79—80, und Elemente d. absol. Geom., Leipzig 1876, p. 98—100; N. J. Loba- 
tschefskij, J. f. Math. 17 (1837), p. 307—320; F'. Engel u. P. Stäckel, Urkunden zur 
Geschichte d. nichteukl. Geom. 1, N. J. Lobatschefskij, Leipzig 1898, p. 46—64, 
nebst Anmerkungen, p. 282—308. Einige kurze Bemerkungen stehen auch in 
©. F. Gauss, Werke 8, Göttingen 1900, p. 228—229 und p. 232—233. 

173) M. Simon, Math. Ann. 42 (1893), p. 471. 

174) Angaben über die ältere Litteratur, welche sich auf die in dieser und 
der folgenden Nr. zu behandelnden Begriffe bezieht, macht B. de Saint- Venant, 
J. ec. polyt. 18, cah. 30 (1845), p. 1—2. 
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so dargestellt werden kann, dass die Unterdeterminanten zweiten 
Grades der Matrix: 

% Yh | 
% Mm. 


nicht sämtlich gleich Null sind!”®), so haben die Normalebenen von | 
in irgend zwei verschiedenen, dem Punkte P, hinreichend nahe be- 
nachbarten Punkten P,, P, von ! eine im Endlichen liegende Schnitt- 
linie, welche sich bei unbegrenzter Annäherung der Punkte P,, P, an 
den Punkt P, einer Grenzlage nähert, die von der Art dieser An- 
näherung unabhängig ist und daher auch als Schnittlinie der Normal- 
ebene in P, mit einer unendlich nahe benachbarten Normalebene er- 
klärt werden kann. Diese Grenzlage heisst die Krümmungsaxe (Polar- 
linie) von ! im Punkte P.,. 

Ferner liegen irgend drei verschiedene Punkte P,, P,, P,, welche 
auf Z in hinreichender Nähe von P, nach Belieben angenommen sind, 
niemals in gerader Linie und bestimmen daher eine Ebene Auch 
diese Ebene nähert sich bei unbegrenzter Annäherung der Punkte 
P,, P,, P;, an den Punkt P, einer festen Grenzlage, welche, da sie 
von der Art der Annäherung unabhängig ist, auch als Grenzlage der 
Verbindungsebene des Punktes P, mit zwei benachbarten Punkten 
von !, oder als Grenzlage der Verbindungsebene der Tangente von | 


175) Die Singularitäten, welche eintreten können, wenn diese Voraus- 
setzung nicht mehr erfüllt ist, zerfallen nach @. K. Oh. v. Staudt, Geometrie der 
Lage, Nürnberg 1847, p. 110—118, und Ch. Wiener, Zeitschr. Math. Phys. 25 
(1880), p. 95—97, in acht Arten. (Vgl. auch F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Int.- 
Rechn. auf Geom., autogr. Vorl. 1901, Leipzig 1902, p. 437 ff) Denkt man sich 
nämlich einen längs } stetig fortschreitenden Punkt P durch P, hindurchgehen, 
so kann im Augenblick des Durchgangs: 

1. der Punkt P seine Bewegungsrichtung, 

2. die Tangente von ! in P ihre Drehungsrichtung in der Schmiegungs- 

ebene, 

3. die Schmiegungsebene von / in P ihre Drehungsrichtung um die Tangente 
entweder beibehalten oder umkehren. Über die Darstellung dieser Singulari- 
täten durch Modelle vgl. Oh. Wiener a. a. OÖ. und Lehrb: d. darst. Geom. 1, 
Leipzig 1884, p. 214—217, sowie Deutsche Math.-Verein., Katalog math. und 
math.-phys. Modelle, Apparate und Instrumente, hrsg. v. W. Dyck, München 
1892, Nr. 226, p. 298, und L. Brill, Katalog math. Modelle, Darmstadt 1892, 
Nr. 82—89, p. 23 und 73. Perspektivische Zeichnungen und weitere Litteratur 
giebt W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krümmung, 2. Aufl, p. 13—17 
und p. 39. Analytische Unterscheidungsmerkmale der erwähnten acht Arten 
von Singularitäten finden sich bei H. B. Fine, Amer. J. of math. 8 (1886), p. 156, 
O. Staude, ebd. 17 (1895), p. 359, und A. Meder, J. f. Math. 116 (1896), p. 50 
und 247, 
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in P, mit einem zu P, benachbarten Punkte von / erklärt werden 
kann!”®). Diese Grenzlage heisst die Schmiegungsebene (Oskulations- 
ebene, Krümmungsebene) von I in P,. Sie wird, wenn &, n,& die 
Koordinaten eines veränderlichen ihr angehörenden Punktes bedeuten, 


dargestellt durch die Gleichung: 
| u 7 a Ei 


Ausser den soeben erklärten sind die folgenden, jedesmal durch den 
Zusatz „von lin P,“ zu vervollständigenden Bezeichnungen in Gebrauch: 

Krümmungs-, Schmiegungs- oder Oskulationskreis für denjenigen 
in der Schmiegungsebene liegenden und durch P, gehenden Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf der Krümmungsaxe liegt. 

Derselbe bildet zugleich die Grenzlage des Kreises, welcher 
durch drei dem Punkte P, benachbarte Punkte von / hindurch- 
geht, für den Fall, dass diese drei Nachbarpunkte dem Punkte 
P, in irgend einer Weise unbegrenzt genähert werden. 

Krümmungsmittelpunkt für den Mittelpunkt, Radius der ersten 
Krümmung oder Krümmungsradius für den Radius des Krümmungs- 
kreises und (erste) Krümmung für den reziproken Wert dieses Radius. 

Hauptnormale für diejenige Normale, welche in der Schmiegungs- 
ebene liegt. 

Sie ist im allgemeinen nicht Tangente der Linie der Krüm- 
mungsmittelpunkte. Als ihre positive Richtung gilt die Rich- ' 
tung von P, gegen den Mittelpunkt des zugehörigen Krümmungs- 
kreises. 

Binormale '") für diejenige Normale, welche auf der Schmiegungs- 
ebene senkrecht steht. 

Sobald über die positive Richtung der Tangente eine Fest- 
setzung getroffen ist, gilt als positive Richtung der Binormale 
diejenige, welche so beschaffen ist, dass die positiven Rich- 
tungen der Tangente, Hauptnormale und Binormale ebenso zu 
einander liegen, wie die positiven Richtungen der Axen des- 
jenigen Koordinatensystems, auf welches l bezogen ist. 

Sowohl die Hauptnormalen als die Binormalen einer Linie / 
bilden im allgemeinen eine windschiefe Fläche. 


176) Wegen der Beweise dieser Sätze vgl. 7. A. Schwarz, Ann. di mat. (2) 
10 (1880/82), p. 129 = Ges. math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 296. 

177) Diese Bezeichnung ist eingeführt von B. de Saint-Venant, J. €c. polyt. 18, 
cah. 30 (1845), p. 17. 
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Jede gewundene Linie ist die Striktionslinie (Ort des Fuss- 
punktes des gemeinsamen Lotes von irgend zwei unendlich nahe 
benachbarten Erzeugenden) der Fläche ihrer Binormalen. Um- 
gekehrt kann eine windschiefe Fläche dann und nur dann als 
Fläche der Binormalen einer Linie angesehen werden, wenn 
ihre Striktionslinie die Erzeugenden senkrecht schneidet. 

Die von B. de Saint-Venant !"®) behandelte Striktionslinie der 
Fläche der Hauptnormalen fällt nscht mit der Linie der Krüm- 
mungsmittelpunkte zusammen. 

| Rektifizierende Ebene 
für die Verbindungsebene 
der Tangente mit der Bi- 
normale und 
Rektifizierende Ge- 
rade''?) für die Grenz- 
lage der Schnittlinie der 
rektifizierenden Ebene 
von Z in P, mit der zu 
einem unendlich nahe 
benachbarten Punkt von 
! gehörenden rektifizie- 
renden Ebene. 
Fig. 5. Sie steht senk- 
recht auf den 
beiden Hauptnormalen von ! in P, und einem unendlich nahen 
Nachbarpunkte. 
Begleitendes Dreikant für das von der Tangente, der Haupt- und 
der Binormale gebildete Geradenkreuz. 
| In welcher Weise / sich auf die Ebenen dieses Dreikants 
projiziert, zeigt Fig. 5. 


30. Windung, Schmiegungskugel und Schmiegungsschrauben- 
linie einer gewundenen Linie. Eine gewundene Linie / heisst in 
einem Punkte P, links oder rechts gewunden, je nachdem für einen 
in P, auf der Schmiegungsebene (gleichgültig auf welcher Seite) 


178) a. a. OÖ. p. 29—32 und p. 44—48. 

' 179) Diese Bezeichnungen sind von Lancret, Paris Mem. 1, (1805), p. 420, 
deswegen eingeführt worden, weil die sämtlichen rektifizierenden Geraden 
einer Linie Z eine durch / gehende abwickelbare Fläche (rektifigierende Fläche) 
bilden, welche die Eigenschaft hat, dass ! bei der Abwickelung dieser Fläche 
auf einer Ebene in eine Gerade übergeht. 


30. Windung, Schmiegungskugel und Schmiegungsschraubenlinie. 77T 


stehenden und gegen den Mittelpunkt des Krümmungskreises blieken- 
den Beschauer ein auf / von links nach rechts durch P, gehender 
Punkt ab- oder aufsteigend durch die Schmiegungsebene hindurch- 
geht!?0). 

Wenn für sämtliche Punkte einer Linie / die im Anfang der 
Nr. 29 gemachte Voraussetzung erfüllt und die positive Tangenten- 
richtung festgelegt ist, so kann man einem beliebigen Punkt P von 
! drei Punkte 7, H, B auf einer um einen festen Mittelpunkt M mit 
dem Radius Eins beschriebenen Kugel durch die Festsetzung zuordnen, 
dass die Richtungen von M gegen 7, H, B beziehentlich mit den posi- 
tiven Richtungen der zu P gehörenden Tangente, Haupt- und Bi- 
normale von / übereinstimmen sollen. Ändert sich die positive Tan- 
gentenrichtung von / stetig mit der Lage des Berührungspunktes, 
was im Nachfolgenden durchweg vorausgesetzt werden soll, so ent- 
sprechen stetigen Bewegungen von P auf / auch stetige Verschie- 
bungen der Punkte 7, H, BD. Die Linien, welche von diesen Punkten 
beschrieben werden, während P die Linie / durchläuft, heissen sphä- 
rische Abbilder (IIID35,Nr.?) von !, und zwar beziehentlich die 
sphärische Indikatrix der Tangenten, die sphärische Indikatrix der 
Hauptnormalen und die sphärische Indikatrix der Binormalen '*"). 

Als positive Richtungen der von 7’ und H beschriebenen Linien 
nimmt man gewöhnlich diejenigen, in welchen sich 7 und H be- 
wegen, wenn P auf / in positivem Sinne fortschreitet. Dagegen 
pflegt man bei der von B beschriebenen Bahn nicht auf die Art der 
Bewegung des Punktes P, sondern darauf zu achten, in welchem 
Sinne die Strecke MB bei gegebener Bewegung von D sich um die 
Strecke MT herumdreht!??), und bei der Berechnung der Länge eines 
von B in vorgeschriebener Richtung durchlaufenen Weges diejenigen 
Teile, für welche jene Drehung im positiven Sinne (MH gegen Mb) 
erfolgt, mit dem Vorzeichen +, die andern mit dem Vorzeichen — 
in Anschlag zu bringen. 

R. Hoppe hat vorgeschlagen'?°), die unter Beachtung der vor- 


180) Dies entspricht dem Sprachgebrauch der Technik. Dagegen ge- 
brauchen die Botaniker und einige Mathematiker, z. B. @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie d. Kurven, p. 158 u. p. 200, die Worte links und rechts gewunden in 
umgekehrter Bedeutung. 

181) Vgl. @. Scheffers, Einf. in d. Theorie der Kurven, p. 240—241. Eben- 
daselbst wird, p. 243—251 u. p. 350—352, angegeben, wie man bei gegebener 
sphärischer Indikatrix der Tangenten oder der Haupt- oder der Binormalen eine 
Linie finden kann, zu der diese Indikatrix gehört. 

182) Vgl. A. Kneser, J. f. Math. 113 (1894), p. 92—94. 

183) R. Hoppe, J. f. Math. 58 (1861), p. 374, und Anal, Geom. 1, p. 49—51, 
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stehenden Bestimmungen und der in Nr. 10 angegebenen Vorzeichen- 
regel zu berechnenden Längen r, x, ® der Bögen, welche von den 
Punkten 7, H, B beschrieben werden, wenn P von einer festen An- 
fangslage ausgehend auf l.einen Weg von der — ebenfalls gemäss 
Nr. 10 mit einem bestimmten Vorzeichen versehenen — Länge s 
zurücklegt, beziehentlich als den zur Bogenlänge s gehörenden Krüm- 
mungswinkel, Torsionsbogen und Torsionswinkel yon Il zu bezeichnen. 
Mehr gebräuchlich als diese Ausdrücke für die drei Funktionen 
Tt, 4%, 9 von s sind gewisse Bezeichnungen ihrer Differentiale. Ist 
nämlich ds ein Differential der Bogenlänge s und sind dr, dx, d® 
die entsprechenden Differentiale der Funktionen r, x, $, so nennt man: 
dr den zu ds gehörenden Kontingenzwinkel, 
dx den zu ds gehörenden Winkel der ganzen Krümmung und 
d® den zu ds gehörenden Windungs-, Schmiegumgs- oder 
Flexionswinkel (zuweilen auch Torsionswinkel) von |. 
Wenn ds positiv ist, so ist bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung: 
dr gleich dem spitzen Winkel zwischen den Tangenten, 
dx gleich dem spitzen Winkel zwischen den Hauptnormalen, und 
d® gleich dem spitzen Winkel zwischen den Schmiegungs- 
ebenen (oder auch den Binormalen) von ! in den End- 
punkten des Bogenelementes ds, 
wobei jedoch der zuletzt erwähnte Winkel mit dem Vorzeichen + 
oder — zn versehen ist, je nachdem ein längs ! in der positiven 
Tangentenrichtung fortschreitender Punkt am Orte von ds die Schmie- 
gungsebene von / in dem gleichen Sinne durchdringt, wie dies die 
positive Richtung der Binormale (Nr. 29) thut, oder nicht !#%). 


Der Differentialquotient n stimmt mit der Krümmung r von | 
im Endpunkt des Bogens s überein. 


Der Differentialquotient z heisst die zweite Krümmung, Wendung, 


Schmiegung, Flexion oder Torsion und der Differentialquotient a die 


ganze Krümmung von.l im Endpunkt des Bogens s. Die reziproken 
Werte dieser Differentialquotienten heissen beziehentlich der Radius der 


184) Diese Festsetzung über das Vorzeichen ist von F' F’renet, These, Tou- 
louse 1847 = J. de math. (1) 17 (1852), p. 439, getroffen worden, doch weichen 
manche Verfasser von derselben ab. Die verschiedenen in der Litteratur vor- 
kommenden Bestimmungen des fraglichen Vorzeichens hat A. Kneser, J. f. Math. 
113 (1894), p. 89, eingehend erörtert. Vgl. auch O. Staude, Amer. J. of math. 17 
(1895), p. 361 u. 372, 
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zweiten Krümmung (Windungs-, Schmiegungs-, Flexions- oder Torsions- 
radius)'?) und der Radius der ganzen Krümmung von | in dem be- 
zeichneten Punkte. 

Sind die Axen des Koordinatensystems, auf welches ! bezogen 
ist, so zu einander gelegen wie die Richtungen nach Westen, Süden 
und oben (unten), so sind die Windung, der Windungsradius und 
der Windungswinkel von ! in P, auf Grund der obigen Festsetzungen 
positiv oder negativ (negativ oder positiv), je nachdem ! in P, rechts 
oder links gewunden ist, und umgekehrt !?®). 

Wenn bei Anwendung der in Nr. 2, I angegebenen analytischen 
Darstellung einer Linie / die Determinante: 


| 
| 
| „ [24 [24 
| 
| 


| 
| 
ZZ 220 m \ 
| 
ı 


nicht gleich Null ist, so liegen irgend vier verschiedene auf / in hin- 
reichender Nähe von P, nach Belieben angenommene Punkte niemals 
in einer Ebene und bestimmen daher eine Kugel mit endlichem 
Radius. Werden diese Nachbarpunkte in irgend einer Weise dem 
Punkte P, unbegrenzt genähert, so nähert sich die durch sie hin- 


185) Eine ähnlich einfache geometrische Bedeutung wie dem Radius der 
ersten Krümmung kommt dem Radius der zweiten Krümmung nicht zu. Ein 
erster Versuch einer geometrischen Deutung findet sich in einer Abhandlung von 
Th. Olivier, J. €c. polyt. 15, cah. 24 (1835), p.86. Später hat B.de Saint-Venant, 
J. ec. polyt. 18, cah. 30 (1845), p. 40—41 u. 53—54, eine solche Deutung durch 
folgende Sätze gegeben: 

I. Trägt man den zu P, gehörenden Krümmungsradius e, der Linie ! von 
P, aus auf der Tangente ab — gleichgültig nach welcher Seite — legt sodann 
durch den erhaltenen Punkt Q@ eine Ebene senkrecht zur Tangente und bringt 
dieselbe mit der Tangentenfläche von ! zum Durchschnitt, so stimmt der Radius 
des zu Q gehörenden Krümmungskreises der Schnittlinie (dessen Mittelpunkt 
auf der rektifizierenden Geraden liegt) mit dem absoluten Wert des Windungs- 
radius von / in P, überein. 

II. Schneidet man den (die Tangentenfläche oskulierenden) Rotationskegel, 
welcher die rektifizierende Gerade von ! in P, zur Axe und die Tangente zur 
Erzeugenden hat, durch eine zur Axe senkrechte Ebene im Abstand o, von der 
Spitze P,, so ist der Radius des Schnittkreises gleich dem absoluten Wert des 
Windungsradius. Vgl. W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., 
p- 31—35, wo eine ähnliche Deutung auch für den Radius der ganzen Krüm- 
mung gegeben ist. 

186) Vgl. A. Kneser, J. f. Math. 113 (1894), p. 89. — Einen Vorschlag, die 
Vorzeichen der ersten, zweiten und ganzen Krümmung in anderer als der im 
Text beschriebenen Weise festzusetzen, macht R.v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), 
p. 502. 
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durchgehende Kugel einer festen Grenzlage, welche von der Art der 
erwähnten Annäherung unabhängig ist!®) und daher noch in mannig- 
facher Weise auf andere Art (z. B. als Grenzlage der durch den 
Krümmungskreis von ! in P, und einen unendlich nahen. Nachbar- 
punkt von I gehenden Kugel) erklärt werden kann. Diese Kugel 
heisst die oskulierende oder Schmiegungskugel von I in P,. Ihr Mittel- 
punkt liegt auf der Krümmungsaxe von } in P, und stimmt überein 
mit der Grenzlage des Schnittpunktes dieser Krümmungsaxe mit der 
Normalebene von /! in einem zu P, unendlich nahe benachbarten 
Punkte und auch allgemeiner mit der Grenzlage des Schnittpunktes 
der Normalebenen von / in drei beliebigen, dem Punkte P, unendlich 
nahe benachbarten Punkten '*°). 

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Schmiegungskugeln 
einer Linie / heisst deren Polkurve. Dieselbe fällt mit der Gratlinie 
(III D5) der abwickelbaren Fläche der Krümmungsaxen von / zusammen. 
Die "Tangente und die Schmiegungsebene der Polkurve fallen beziehent- 
lich mit der Krümmungsaxe und der Normalebene der ursprünglichen 
Linie zusanımen. Die Normalebene und die rektifizierende Ebene der 
Polkurve sind beziehentlich zur Schmiegungsebene und zur rektifizieren- 
den Ebene der ursprünglichen Linie parallel !?°). 

Als Schmiegungsschraubenlinie einer Linie / in einem Punkte P, 
bezeichnet man diejenige durch P, gehende gemeine Schraubenlinie 


187) Vgl. H.A.Schwarz, Ann. di mat. (2) 10 (1880/82), p. 129 = Ges. math. 
Abh. 2, Berlin 1890, p. 296. | 

188) Denjenigen Kegel, welcher die Schmiegungskugel längs des Krüm- 
mungskreises berührt, hat W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., 
p- 67—70, den Schmiegungsrotationskegel von I in P, genannt. Derselbe berührt 
lin P, mindestens von der dritten Ordnung. — Einen zweiten zu Z in enger 
Beziehung stehenden Rotationskegel hat schon B. de Saint-Venant, J. €c. polyt. 18, 
cah. 30 (1845), p. 42—43, betrachtet, nämlich denjenigen, der seine Spitze in P, 
hat und die Tangentenfläche von | längs der zu P, gehörenden Tangente oskuliert. 
Dieser Kegei entsteht durch Umdrehung der Tangente um die rektifizierende 
Gerade. Vgl. auch W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., p. 35, 
und @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 254—257. — Auf einen dritten, 
vom vorigen verschiedenen Rotationskegel hat @. öcheffers a. a. O. p. 257—260, 
aufmerksam gemacht, nämlich denjenigen, der seine Spitze ebenfalls in P, hat 
und dort mit I selbst eine Berührung mindestens von der dritten Ordnung eingeht. 

189) Über die Beziehungen zwischen entsprechenden Elementen einer Linie 
und ihrer Polkurve und den Krümmungen und Windungen beider Linien an 
den Orten dieser Elemente vgl. F. F'renet, J. de math. (1) 17 (1852), p. 443—444, 
oder L. Bianchi, Vorl. über Differentialgeom., deutsch von M. Lukat, Leipzig 
1896, p. 25f. — Die Aufgabe, aus den Gleichungen der Polkurve die der ur- 
sprünglichen Linie abzuleiten, hat R. Hoppe, J. f. Math. 58 (1861), p. 374, be- 
handelt, 
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(isogonale Trajektorie der Erzeugenden eines geraden Kreiscylinders, 
s. IH D4, Nr. 20), welche in diesem Punkte die gleiche Tangente, 
Krümmungsaxe und Windung hat wie l. Ihre Axe ist der rektifizie- 
renden Geraden parallel und fällt mit der Linie des kürzesten Ab- 
standes der Hauptnormale in P, von der nächstfolgenden Haupt- 
normale zusammen !”). Da bei einer gemeinen Schraubenlinie der 
Mittelpunkt der Schmiegungskugel immer mit dem Krümmungsmittel- 
punkt zusammenfällt, bei einer beliebigen gewundenen Linie dagegen 
im allgemeinen nicht, so haben eine gewundene Linie und ihre 
Schmiegungsschraubenlinie im allgemeinen nur eine Berührung zweiter 
ÖOrdnung'”!). Ausser der Schmiegungsschraubenlinie giebt es im all- 
gemeinen noch unendlich viele andere gemeine Schraubenlinien, die 
eine gegebene Linie / in einem gegebenen Punkte P, von der zweiten 
Ordnung berühren !”?); aber eine gemeine Schraubenlinie, die mit / in 
P, eine Berührung dritter oder höherer Ordnung hätte, ist im all- 
gemeinen nicht vorhanden. Wohl aber lässt sich immer eine Loxo- 
drome einer Rotationskegelfläche angeben, welche ! in P, mindestens 
von der dritten Ordnung berührt und daher die konische Schmiegungs- 
loxodrome von I in P, genannt wird!”), und ebenso ist es, wie 
Th. Olivier '°*) bemerkt hat, auf mannigfach verschiedene Weise mög- 
lich, eine allgemeine Schraubenlinie (isogonale Trajektorie der Er- 
zeugenden eines beliebigen Cylinders) so zu bestimmen, dass sie mit 
! ın P, eine Berührung mindestens dritter Ordnung hat. 

Dass, und wie man eine Raumkurve dritter Ordnung finden kann, 
die mit einer gegebenen Linie in einem gegebenen gewöhnlichen 


190) Vgl. W. Schell, a. a. O. p. 120—121. Dieselbe Gerade ist zugleich die 
Axe der von E. Beltrami, Giorn. di mat. 5 (1867), p. 21—23, bestimmten unend- 
lich kleinen Schraubung, welche das begleitende Dreikant in eine benachbarte 
Lage überführt. 

191) Vgl. Th. Olivier, J. &c. polyt. 15, cah. 24 (1835), p. 68. Vorher, p. 62, 
wird der gleiche Satz damit begründet, dass eine durch einen gegebenen Punkt 
P, hindurchgehende gemeine Schraubenlinie nach Gestalt und Lage schon durch 
fünf Konstante bestimmt ist, während dafür, dass eine solche Schraubenlinie in 
P, mit einer gegebenen Linie eine Berührung dritter Ordnung habe, die Er- 
füllung von sechs Bedingungen notwendig ist. 

192) Vgl. Th. Olivier, a. a. O. p. 252—262, und @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie der Kurven, p. 191—197. An beiden Orten finden sich Angaben darüber, 
wie die fraglichen Schraubenlinien zu einander liegen. 

193) W. Schell, a. a. O. p. 126—127. 

194) Th. Olivier, a. a. O. p. 64, 80 u. 86—90. Dass die in dieser Abhand- 
lung als „developpantes des developpdes de l’helice circulaire“ bezeichneten 
Linien allgemeine Schraubenlinien sind, hat Olivier noch nicht erkannt, doch 
folgt dies aus der in Fussn. 208 angeführten Arbeit von J. Bertrand. 

Eneyklop. d. math. Wissensch. II 3. 6 
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Punkte eine Berührung fünfter Ordnung eingeht, hat W. R. Hamilton '”°) 
auselnandergesetzt. 


31. Formeln und Lehrsätze aus der Lehre von den gewun- 
denen Linien. Nach Festlegung der positiven Tangentenrichtung 
einer Linie ! sei s deren gemäss Nr. 10 als positiv oder negativ 
anzusehende Bogenlänge von einem festen Anfangspunkte bis zu einem 
beweglichen Punkte P, für welchen die zu Anfang der Nr. 29 an- 
gegebene Voraussetzung zutrifft, und es seien: 

x%,y,2 die Koordinaten des Punktes P, 

&,ßı,Yı die Richtungscosinus der positiven Richtung der Tangente, 

&9, Pa, Y die Richtungscosinus der positiven Richtung der Haupt- 
normale (Nr. 29), 

&s, B3, Ya die Richtungscosinus der positiven Richtung der Binormale 
(Nr.29) von ! ın P, 

a,b, c die Richtungscosinus derjenigen Richtung der rektifizieren- 
den Geraden, welche mit der positiven Richtung der Bi- 
normale einen spitzen Winkel bildet, 

o,r, R* die Radien der ersten, zweiten und der ganzen Krümmung, 
R der Radius der Schmiegungskugel von ! in P und endlich 
dr,dx,d® beziehentlich der Kontingenzwinkel, der Winkel der ganzen 
Krümmung und der Windungswinkel, welche dem Bogen- 
differential ds entsprechen; 


dann gelten die folgenden Formeln und Sätze!”): 
I. Wenn: 


dydz—dedy=A; dedcs—didz=B;, ded’y— dyd’xz = (Ü 


und der positive Wert von YA?+ B?+0?=D gesetzt wird, so 
EL ua): | 


de _VeIBIO 
E de des ? 


195) W. R. Hamilton, Elemente der Quaternionen, deutsch von P. Glan, 2, 
Leipzig 1884, p. 158—160. 

196) Ausführliche Zusammenstellungen von Formeln finden sich bei ©. @. 
J. Jacobi, J. f. Math. 14 (1835), p. 60—62 = Ges. Werke 7, Berlin 1891, p. 15—18; 
B. de Saint-Venant, J. &c. polyt.18, cah. 30 (1845), p.64—72, und W. Laska, Samml. 
v. Formeln d. rein. u. angew. Math., Braunschweig 1888—1894, p. 536—553. — 
Wenn man die Bogenlänge s als unabhängige Veränderliche nimmt, treten bei 
vielen Formeln erhebliche Vereinfachungen ein. Vgl. @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie d. Kurven, p. 178 ff. u. p. 348ff. Mit den Hülfsmitteln der Quaternionen- 
theorie hat W. R. Hamilton, Elem. d. Quaternionen, deutsch von P. @lan, 2, 
Leipzig 1884, die Lehre von den Raumkurven eingehend behandelt. 

197) Vgl. Lancret, an dem in Fussn. 179 a. OÖ. p. 429—434. 
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de dy daz 
ö N 1 2 2 a2, 
END Re 
®x d’y d’z 
IEBaE— Cdy Cdz — Adz Ady — Bdx 
Damen Ten Das 
Eu B 6 
79 B=p7; al n 
Ferner ist: 
da? = dt? + d®?, 
oder: 
1 1 1 
Pat; 
und: 


+; +; arte nn a) 
II. Die Ableitungen der neun Richtungscosinus «&,, ß,,...,y, in 
Bezug auf s können durch diese neun Richtungscosinus selbst und die 
Radien oe und r der ersten und zweiten Krümmung ausgedrückt 
werden mittelst der Formeln: 
de o de & [24 
a RTFE N Te 
und der sechs übrigen Gleichungen, welche hieraus durch Ver- 
tauschung von « mit ß und y entstehen (Frenet’sche Formeln) !??). 
Ill. Die Koordinaten x, y, 2 des Punktes P sind mit den Koordi- 
naten &,n,& des Mittelpunktes der zugehörigen Schmiegungskugel 
verbunden durch die Gleichungen ?): 


198) Vgl. Lancret, a. a. 0. p.430—431, und B.de Saint-Venant, a.2.0.p.22 ff. 
(u. p.40f.), wo auch die Gleichungen, sowie die Krümmung und Windung der 
Gratlinie der rektifizierenden Fläche ermittelt sind. Die Elemente dieser Grat- 
linie giebt auch @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 317—321 u. 354 ff. 

199) Vgl. F. Frrenet, These, Toulouse 1847, oder J. de math. (1) 17 (1852), 
p. 438—440, und J. A. Serret, J. de math. (1) 16 (1851), p. 193. — Wie @. Dar- 
boux, Lecons sur la th. gen. des surf. 1, p. 9—10, gezeigt hat, kann man den 
Beweis der F’renet’schen Formeln fast ohne Rechnung führen, wenn man sich 
vorstellt, dass das begleitende Dreikant an / entlang gleitet, und die Bewegung 
eines Dreikants mit fester Spitze, dessen Kanten beständig zu denen des be- 
gleitenden Dreikants parallel bleiben, mit den Hülfsmitteln der Kinematik ver- 
folgt (IV 3, Nr.21). Den gleichen Kunstgriff hatte schon E. J. Routh, Quart. 
J. 7 (1866), p. 37, zur Lösung von Aufgaben aus der Lehre von den Raum- 
kurven angewendet. Eine eingehende Darstellung der Bewegung des begleiten- 
den Dreikants findet sich bei W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 
2. Aufl., p. 136—141. 

200) ©. G@.J. Jacobi, a.a.0. p. 61, bez. 17, oder B. de Saint-Venant, a.a. 0. 
p. 383, oder F'. F'renet, a. a. ©. p. 441—442. 

6* 
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d 
E=2 +0, 477%, 

de 
=yteoßhtrz Ps 


d 
=2+0%% Fre 
aus denen: 
ER 
R—=o-+r(7) 
folgt. 


32. Differentialinvarianten und natürliche Gleichungen einer 
Linie im Raume. Wird eine Linie } ohne Änderung ihrer Gestalt 
irgendwie im Raume bewegt, so erleiden die Radien o, r der ersten 
und zweiten Krümmung keine Änderung und das gleiche gilt auch 
von den nach der Bogenlänge s genommenen Ableitungen: 

EHRE, LIE. 

ds ’ ds?’ .dsr, 083% 
Die Radien o, r und alle ihre Ableitungen nach s sind demnach 
„Differentialinvarianten“ (ILA 6, Nr. 13) von I gegenüber allen Be- 
wegungen im Raume und zugleich auch insofern die einzigen wesent- 
lichen Differentialinvarianten, als jede andere Differentialinvariante 
gegenüber Bewegungen im Raume sich als eine Funktion der Grössen: 

de d’e dr dr 

NETTER I ER PER 

darstellen lässt ?04). 

Denkt man sich umgekehrt ursprünglich nicht eine Linie I, 
sondern irgend zwei Funktionen o(s), r(s) gegeben, welche die 
Bedingungen g(s)>0, r(s)2Z0 erfüllen, so giebt es nach will- 
kürlicher Festsetzung des positiven Drehungssinnes im Raume immer 
eine ihrer Gestalt nach völlig bestimmte Linie, deren Bogen- 
länge bis auf eine Konstante mit s und deren Radien erster und 
zweiter Krümmung beziehentlich mit o(s), r(s) übereinstimmen *?). 
Die Gleichungen, durch welche o und r als Funktionen von s dar- 
gestellt werden, heissen deswegen die natürlichen (Gleichungen der 
Linie). Hiervon abweichend bezeichnet jedoch @. Scheffers *) als 


201) Vgl. S. Lie, Vorl. über kontinuierliche Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, 
Leipzig 1893, p. 674—682, und @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 201 
— 208. 

202) Vgl. S. Lie, Vorl. über kontinuierliche Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, 
Leipzig 1893, p. 684—694, sowie L. Bianchi, Vorles. über Differentialgeometrie, 
p. 13—15, oder @. Scheffers, a. a. OÖ. p. 210—219. 

203) Vgl. Nr. 15. — Die Aufgabe, aus den natürlichen Gleichungen einer 


* 
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natürliche Gleichungen einer Linie im allgemeinen diejenigen beiden 
Gleichungen, welche die Differentialinvarianten niedrigster Ordnung 


0, ae und r mit einander verbinden, und in dem Ausnahmefall 
go — Üonst. eben die Gleichung oe — Const. zusammen mit derjenigen 
Gleichung, welche r mit = verknüpft. 


Ist eine Parameterdarstellung einer Linie gegeben, so hat man, 
wenn man o und r als Funktionen von s darstellen will, neben 
Differentiationen und Eliminationen auch eine Quadratur auszuführen, 
während die Aufstellung der beiden erwähnten Gleichungen zwischen 
den Differentialinvarianten niedrigster Ordnung nur Differentiationen 
und Eliminationen erfordert. 

Nachdem für eine Linie ! die Winkel r, x, &® (Nr. 30) und die 
neun Richtungscosinus &,,...753 (Nr. 31) als Funktionen der Bogen 
länge s dargestellt sind, denke man sich für s eine neue Veränderliche 3 
durch eine Gleichung s = f($) eingeführt, in welcher / (5) eine zugleich 
mit 5 verschwindende und bei wachsendem 5 ebenfalls wachsende Funk- 
tion bedeutet, und durch r, x, 9, @,,...7, diejenigen Funktionen von 
$ bezeichnet, welche so aus r,%, ®, «&,,...ys entstehen. Dann giebt 
es immer eine ‘ihrer Gestalt und Stellung nach (d. h. bis auf eine 
Parallelverschiebung) völlig bestimmte Linie /, für welche 5, z, x, ®, 
&y-..%s die gleiche Bedeutung haben wie s, 7, %, 9, &,,...Y, für !. 
Von je zwei in dieser Beziehung zu einander stehenden Linien sagt 
R. Hoppe?®), dass sie sich nur durch die „Dimensionen“ unter- 
scheiden, aber in den „inneren Beziehungen“ übereinstimmen. Dem- 
gemäss stellt er neben die Einteilung der Eigenschaften einer Linie 
in solche, die sich lediglich auf die Gestalt und solche, die sich auch 
auf die Lage beziehen, eine zweite, die vorige durchkreuzende, in 
Eigenschaften, die nur die inneren Beziehungen, und Eigenschaften, 
welche die Dimensionen betreffen. Zugleich empfiehlt er, bei der 
Lösung von Aufgaben zuerst nur die inneren Beziehungen und dann, 
davon getrennt, die Dimensionen zu ermitteln. Dies kann dadurch 


Linie deren Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten zu finden, ist von 
R. Hoppe, J. f. Math. 60 (1862), p. 182, behandelt worden. S. Lie hat, Christiania 
Videnskabsselskabs Forh., 1882, Nr. 22, gezeigt, wie dieselbe auf die Integration 
einer Differentialgleichung vom ARiccati’schen Typus (I A4b, Nr.8) zurück- 
geführt werden kann. Diese Zurückführung haben auch @. Darboux, Legons sur la 
theorie gen. des surf. 1, p.19—23, und @. Scheffers, a. a. O. p. 211—215, eingehend 
behandelt. 

204) a. a. O. p. 210f., 

205) Anal. Geom. 1, p. 61. 
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geschehen, dass man die eben erwähnten natürlichen Gleichungen 
durch ein anderes gleichwertiges System von zwei Gleichungen er- 
setzt, nämlich erstens eine von s freie und daher zu den inneren 
Beziehungen gehörende Gleichung zwischen r und # allein — die so- 
genannte spezifische Gleichung ?””®) — und zweitens eine die Bogen- 
länge s enthaltende Gleichung, welche die Dimensionen bestimmt. 
Nachdem V. Puiseux ?°”) durch rein analytische Betrachtungen gezeigt 
hatte, dass die gemeine Schraubenlinie die eönzöge (reelle) gewundene Linie 
ist, deren Krümmung und Windung beide konstant sind (IIID 4, Nr.20), 
gab J. Bertrand ?°®) einen geometrischen Beweis des gleichen Satzes, der 
zugleich ergab, dass jede Linie, für welche das Verhältnis der Krüm- 
mung zur Windung konstant ist, eine allgemeine Schraubenlinie (Nr. 30, 
Ende) sein müsse Wenig später begründete J. A. Serret?”) diesen 
letzteren Satz auf analytischem Wege und bestimmte zugleich alle 
Linien, für welche die Windung?!) oder die Krümmung einen kon- 
stanten Wert hat. Gleichzeitig fand J. Bertrand"), dass, abgesehen 
von den gemeinen Schraubenlinien, einer gegebenen Linie / dann 
und nur dann eine zweite Linie /’ zugeordnet werden kann, welche 
die gleichen Hauptnormalen hat, wenn zwischen der Krümmung und 
Windung von Z in einem beliebigen Punkte eine lineare Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten besteht?'?). Ist insbesondere die Krüm- 
mung von / konstant, die Windung dagegen nicht, so ist die Beziehung 
zwischen den Linien /, /, wie schon @. Monge bemerkt hat?!?), eine 
gegenseitige und jede von ihnen der Ort der Krümmungsmittelpunkte 


206) Vgl. R. Hoppe, J. f. Math. 63 (1864), p. 122ff. und Anal. Geom. 1, 
p. 53 u. p. 70ff. An beiden Orten wird für verschiedene einfachere Fälle die 
Aufgabe gelöst, alle Linien von gegebener spezifischer Gleichung zu bestimmen. 

207) J. de math. (1) 7 (1842), p. 65—69. In ähnlicher Weise hat Puiseux 
den Fall, dass das Verhältnis der Krümmung zur Windung konstant ist, J. de 
math. (1) 16 (1851), p. 208ff. behandelt. 

208) J. Bertrand, J. de math. (1) 13 (1848), p. 423f. 

209) J. A. Serret, Brief an J. Liouville, abgedr. in Note 1 zu @. Monge, 
Applie. de l’anal., 5. €&d. 1850, p. 562ff. Vgl. auch J. de math. (1) 16 (1851), p. 197 ff. 

210) Weitere Litteratur über Linien konstanter Windung giebt @. Darbou«, 
Lecons sur la theorie gen. des surf. 4, p. 429. 

211) J. Bertrand, J. de math. (1) 15 (1850), p. 332 ff. Vgl. auch J.A. Serret, 
J. de math. (1) 16 (1851), p. 499, sowie eine von A. Mannheim, J. de math. (2) 
17 (1872), p. 406, gegebene geometrische Ableitung. Scheinbare Ausnahmefälle 
erörtert @. Darboux, Legons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 14f. 

212) Über die Gleichungen dieser Linien vgl. L. Bianchi, Vorl. über Diffe- 
rentialgeom., deutsch v. M. Lukat, Leipzig 1896, p. 32—34. 

213) Vgl. @. Darboux, Legons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 16—17, 
Anmerkung. 
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der andern. Ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung aller ge- 
wundenen Linien, bei denen die Radien o, r der ersten und zweiten 
Krümmung und die Bogenlänge s durch eine beliebige Gleichung 
verknüpft sind, gab $. Lie?*), nachdem A. Enneper ?*"?) mehrere von 
den bereits erwähnten verschiedene spezielle Fälle erledigt hatte. Der 
Fall, dass die gegebene Gleichung zwischen go, r und s die besondere 


Form — —=f(s) hat, ist von @. Pirondini *'%) behandelt worden. 


33. Filar- und Plan-Evolventen und -Evoluten. Wird längs einer 
Linie ! ein biegsamer aber nicht dehnbarer Faden aufgelegt und sodann 
von einem beliebigen Punkte der Linie an von dieser so abgewickelt, 
dass er stets gespannt bleibt, so dass in jedem Augenblick das ab- 
gewickelte geradlinige Fadenstück in seinem einen Endpunkt die 
Linie ! berührt, und dass seine Länge der Länge des abgewickelten 
Bogens gleichkommt, so beschreibt das freie Ende des Fadens eine 
sogenannte Frlarevolvente von |. 

Umgekehrt heisst jede Linie, aus welcher ! in der beschriebenen 
Weise als Evolvente abgeleitet werden kann, eine Frlarevolute von |. 

Wie zuerst @. Monge ?'") bemerkte, hat jede gegebene krumme 
Linie / unendlich viele verschiedene Evoluten, welche sämtlich auf 
der abwickelbaren Fläche der Krümmungsaxen (Polarfläche) von I 
liegen und auf dieser geodätische Linien (UI D3, IV) bilden. Die er- 
wähnte Fläche wird deswegen auch als Evolutenfläche von | bezeichnet. 

Die von ein und demselben Punkt einer Evolvente /! an zwei 
verschiedene Evoluten gezogenen Tangenten bilden einen konstanten, 
d. h. von der Lage des Evolventenpunktes unabhängigen Winkel mit 
einander. Ist die Evolutenflächke & von I gegeben, so kann man 
einen Punkt P mechanisch nötigen, die Linie ! zu beschreiben, indem 
man P mit zwei über & sich frei hinspannenden Fäden fest ver- 
bindet ?!?). 


214) $. Lie, Christiania Videnskabsselskabs Forh. 1882. Vgl. Fussn. 203. 

215) A. Enneper, Gött. Nachr. 1866, p. 134, und 1881, p. 291, sowie Math. 
Ann. 19 (1882), p. 72. 

216) @. Pirondini, J. f. Math. 109 (1892), p. 238. 

217) G. Monge, Paris Sav. etr. 10 (1785) und Applic. de l’anal., s XXVIL. — 
Über die Ermittelung der Evoluten einer gegebenen Linie und die Beziehungen 
zwischen den Kontingenz- nnd Schmiegungswinkeln beider Linien in entsprechen- 
den Punkten vgl. auch Lancret, an dem in Fussn. 179 a. O. p. 435 ff. und HM. Molins, 
J. de math. (1)8 (1843), p. 379. In erheblich einfacherer Weise haben @. Darboux, 
Lecons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 17f. und P. Stäckel, Math. Ann. 43 
(1893), p. 174—176, die Lehre von den Filarevoluten behandelt. 

218) G. Monge, Applic. de l’anal., $s XXVIL, No. XXVIL. 
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Wenn eine Linie / nicht eben ist, so gehört weder ihre Pol- 
kurve, noch die Linie ihrer Krümmungsmittelpunkte zu den Filar- 
evoluten von 1. *1°) 

Lässt man eine Ebene ohne Gleitung sich so an einer gewun- 
denen Linie 7 entlang bewegen, dass sie immer Schmiegungsebene 
derselben bleibt, so beschreibt jeder Punkt der Ebene eine sogenannte 
Planevolvente von I. Fragt man umgekehrt nach einer Linie, aus 
welcher } in der beschriebenen Weise abgeleitet werden kann, so 
wird man, wie schon Lancret??”®) bemerkte, auf die Polkurve von } 
geführt. Diese Polkurve wird deswegen auch als die ‚Planevolute von 
I bezeichnet. 

Zwei gewundene Linien werden vielfach parallel genannt, wenn 
sie als Planevolventen ein und derselben dritten Linie angesehen 
werden können. 


V. Anfangsgründe der Flächentheorie. 


34. Fundamentalgrössen der Flächentheorie. Die Lehre von 
den krummen Flächen wird in den aus dem 18. und dem Anfang 
des 19. Jahrhunderts stammenden Arbeiten von Euler, Monge, Duprn, 
Cauchy u. a. fast ausschliesslich auf die Voraussetzung gegründet, 
dass die zu betrachtende Fläche durch eine Gleichung zwischen den 
Koordinaten &, y, z gegeben sei. Mit Vorliebe wird diese Gleichung 
in der besondern Form z2=f(x,y) angenommen. Die Parameter- 
darstellung (IIID 5, Nr. 4 und VI) einer Fläche ist, wenn auch vor- 
her nicht unbekannt, doch erst in Gebrauch gekommen, nachdem (. 
F. Gauss durch seine 1822 geschriebene Preisarbeit über die winkel- 
treue Abbildung zweier Flächen aufeinander 22!) und durch seine 1827 
beendigten Disquwisitiones generales circa swperficies curvas ?”?”) gezeigt 
hatte, welche Vorteile man von ihr namentlich dann ziehen kann, 
wenn man die Flächen nicht als Grenzen von Körpern, sondern als 
Körper, deren eine Dimension verschwindet, und zugleich als bieg- 
sam, aber nicht als dehnbar betrachtet. Zugleich mit der Parameter- 
darstellung ist die Benutzung einiger im Nachfolgenden zu erklären- 


219) Vgl. @. Monge, ebd. No. VII, oder C. @. J. Jacobi, J.f. Math. 14 (1835), 
p. 58f. = Ges. Werke 7, Berlin 1891, p. 13f. 

220) a. a. O. p. 417. 

221) Astr. Abh., hrsg. v. Schumacher, Heft 3, 1825 = Werke 4, p. 189. 

222) Comm. Gott. 6 (1828) = Werke 4, p. 217. 

223) Auf eine Reihe weiterer Hülfsgrössen wird man geführt, wenn man 
die möglichen Bewegungen eines rechtwinkligen Dreikants verfolgt, dessen Ecke 
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den Hülfsgrössen”®) üblich geworden, deren Einführung zur Ab- 
kürzung der Formeln dient und für die in der Litteratur verschiedene 
Bezeichnungen vorkommen. 

Wenn man sich eine Fläche in der Nr. 2, III angegebenen Weise 
dargestellt denkt, so pflegt man als positive Richtung der Normale 
im Punkte (v, v) diejenige anzusehen, deren Richtungscosinus durch 
die Ausdrücke: 


4A Befe c 
ee Ar 
gegeben werden, wo 7 den positiven Wert von YA? + B?-+ CO? be- 


zeichnet ”**). 

Bei dieser Festsetzung folgen die Richtung der wachsenden w, 
die Richtung der wachsenden v und die positive Richtung der Nor- 
malen ebenso aufeinander wie die positiven Koordinatenrichtungen. 

Ferner pflegt man nach dem Vorgang von (. F. Gauss ??) zur 
Abkürzung: 


te vd, —kE, 9,9 br Kuko +%,%, Er 1 er Kurt vb, ns G 


sich auf der betrachteten Fläche bewegt und von welchem eine Kante beständig 
zur Fläche senkrecht bleibt, während eine zweite Kante mit den Parameterlinien 
der einen Schar einen (als Funktion der Parameter) gegebenen Winkel bildet. 
Ausführliche Darstellungen dieses in den letzten Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts 
ausgebildeten kinematisch-geometrischen Untersuchungsverfahrens der Flächen 
geben @. Darboux, Lecons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 66—73, und 2, p. 347 
—401, und @.Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 310—321. Auf Grund 
relativer Bewegung solcher zu Kurven auf Flächen gehörigen Darboux’schen 
Dreikante hat A. Schönflves, Gött. Nachr. 1898, p. 71, eine Reihe der grund- 
legenden Formeln der Flächentheorie einfach abgeleitet. Vgl. auch III D 3, Nr.10, 
24 u. 32, sowie IV 3, Nr.1 u. 21. 

224) Bei imaginären Flächen würde der Fall eintreten können, dass 
A? B? + 0? identisch gleich Null ist. Im Nachfolgenden sollen jedoch alle 
imaginären Flächen von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben und ebenso 
auch alle Punkte reeller Flächen, für welche A?+ B?+ 0? =0 ist, einerlei 
ob diese Gleichung in einer vorhandenen Singularität oder lediglich in der ge- 
wählten Darstellungsart ihren Grund hat. Ausnahmefälle wie die eben er- 
wähnten finden sich bei @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, vielfach 
eingehend erörtert. Vgl. insbesondere p. 28f., 113—116, 228f., 243 f., 248. 
Im Fall der Darstellung der Fläche durch eine Gleichung F(x,y,z2)—=0 wählt 
man als positive Richtung der Normale gewöhnlich diejenige, deren Rich- 
tungscosinus mit F,, F,, F, im Vorzeichen übereinstimmen. Hiermit stimmt 
die von E. Bour, J. €c. polyt. 22, cah. 39 (1862), p. 18, getroffene Festsetzung 
- überein, dass die positive Normale von der Fläche aus in denjenigen Raumteil 
hineingehen solle, wo F'x, y, 2) positiv ist. 

225) Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Comm. Gott. 6 (1828), Art. 10, 
11 = Werke 4, Gött. 1880, p. 233, 235. Vgl. IIID3, Nr.4 u. VI. 
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zu setzen. Für diese Zahlen E, F, G ist die Bezeichnung Funda- 
mentalgrössen erster Ordnung und für die Zahlen: 


X Put Yu Hr Zt —L 
Xp rt Ye Tr Zu, = H, 
por Ehe Zi N 
durch R. Hoppe ??°) die Bezeichnung Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung gebräuchlich geworden. Dementsprechend heissen die Differen- 
tialformen (III D 3, Nr. 4 und 8): 
ds = Edw + 2Fdudv + G dv? 


und: 
-_ — — (dedX + dydY + dedZ) = Ldu? + 2Mdudv + Nav, 


wo — die (nach Nr. 35 als positiv oder negativ anzusehende) Krüm- 


mung des durch den Punkt (u, v) gehenden und durch das Ver- 
hältnis dw: dv bestimmten Normalschnittes bedeutet, beziehentlich die 
erste und die zweite Fundamentalform der F'läche. 

Abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung ist 
die erste Fundamentalform gleich dem Quadrat des Abstandes der 
Flächenpunkte (u, v) und (w-+ du, v+ dv) und die zweite Funda- 
mentalform gleich dem doppelten Abstand des Punktes (u + du, 
v + dv) von der Tangentenebene der Fläche im Punkte (u, v), ver- 
sehen mit dem Vorzeichen + oder —, je nachdem der Punkt (ut du, 
v + dv) auf der gleichen Seite dieser Tangentenebene liegt wie die 
positive Normale, oder nicht. 

Sowohl die Fundamentalgrössen erster als die zweiter Ordnung 
bleiben bei einer orthogonalen Transformation der Oartesischen Koordi- 
naten ungeändert. 

Mit Hülfe der sechs Fundamentalgrössen lassen sich die par- 
tiellen Ableitungen erster Ordnung der Richtungscosinus X, Y, Z in 
einfacher Weise durch die partiellen Ableitungen erster Ordnung der 
Funktionen , x, » und umgekehrt diese letzteren durch die ersteren 
ausdrücken. Man hat nämlich: 


226) Prinzipien der Flächentheorie, Leipzig 1876 (2. Aufl. 1890 als 2. Teil 
des Lehrbuchs der analyt. Geometrie), p. 6. — Die Einführung der Zahlen Z, 
M, N an Stelle der von Gauss benutzten Zahlen: 

DL T, Di= MT, DENT 

empfiehlt sich deswegen, weil bei Einführung neuer Parameter an Stelle von u 
und » die Transformationsformeln für L, M, N einfacher werden als die für 
D, D', D”; vgl. J. Knoblauch, J.f. Math. 103 (1888), p. 27f. Ebendaselbst werden, 
p. 34, vier Fundamentalgrössen dritter Ordnung erklärt. 
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0X _ _FM-—-GL 6x , FL-EM dx 
: Wa no meuı Ba kr 00 
(1) ee 02 , FM-EN 9x 
BUN NEOSSR ra EG raN.do 


0 _MF—NE 0X |, ME—LF,0X 
ou LN-M Bu LN—M?: %’ 
(2) 00 _MG—NF 0X |, MF-LG 2X 
0 LN-—-M: gu T LN—-M % 
nebst acht ähnlichen Gleichungen, welche sich aus den vorstehenden 
durch gleichzeitige eyklische Vertauschung der Veränderlichen «, y, 2 
und X, Y, Z ergeben ?””). 

Ferner können, wie schon Gauss ??®) bemerkt hat, die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung einer jeden der drei Koordinaten &, y, 2 
durch Ausdrücke dargestellt werden, welche die Form homogener 
linearer Funktionen der partiellen Ableitungen erster Ordnung der 
gleichen Koordinate und des zugehörigen Richtungscosinus der Flächen- 
normale haben, mit Koeffizienten, die bei einer orthogonalen Trans- 
formation der Cartesischen Koordinaten ungeändert bleiben. Man hat 
nämlich: 


Br GE, BERNER, 08 |, 2ER, EE,— FE, 6% 
ou: 27T? a 27? m, r2b4, 
Pu GE,— FG, 0x Bor er: PR: 
Du 373 un 37° Vie > 
2 20, —GG,—FG, 0x , EG,—-2FF,+FG, 0% 
FO Es, ar 2T? a 


nebst sechs ähnlichen Gleichungen, die sich durch gleichzeitige 
cyklische Vertauschung der Veränderlichen z, 9, z und X, Y, Z er- 
geben. A. Voss?) hat diese neun Gleichungen die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der Fläche genannt. 

Die sechs Fundamentalgrössen E, F, G, L, M, N sind durch 
die drei folgenden von einander unabhängigen partiellen Differential- 
gleichungen mit einander verbunden: 


227) Die Gleichungen (2) sind zuerst von J. Weingarten, J. f. Math. 59 
(1861), p. 382 f. angegeben worden. Aus ihnen ergeben sich die Gleichungen (1) 
a ni Vgl. auch IIID 3, Nr. 7. 

228) Disqu. gen. c. sup. curv. art.11. Vgl. auch R. Hoppe, Prinzipien der 
Flächentheorie, $ 5, sowie IID3, Nr.9 u. 20. 

229) A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 184. Über die Herleitung dieser 
Gleichungen vgl. R. Hoppe, a. a. O. und @. Scheffers, Einf. in die Theorie der 
Flächen, p. 262—264. 


durch Auflösung in Bezug auf 
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KEG — FY(LN— MY) + 2(EG— PY(B,,—2Fu.+ u) 
De EEE, "iR E,) G, Ay; Gr] a GL2F, vi En E, KIT, E,] 
+ FOFE, + 2F,6,+5,0,— EG, —AFF)=0, 


BR PD MILE OMFUNnIE 
+ (MG — NF)E, +2(NE— MF)F, + (IF MEDGe N 


EG - FIN. MIO DMEINEG 
I (NF- MOB, 422062 MP)E-{+ (MET 


Die erste dieser „I’undamentalgleichungen der Flächentheorie“ findet 
sich in nur wenig anderer Form schon bei ©. F. Gauss ?°) und bringt 
den Satz zum Ausdruck, dass das Krümmungsmass (Nr. 36) der 
Fläche sich allein durch die Fundamentalgrössen E, F), @ und deren 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung ausdrücken lässt. 
Gleichungen, welche den beiden andern gleichwertig sind, wurden von 
@. Mainardi?°') und D. Codazzi???) aufgestellt weswegen diese Glei- 
chungen häufig als „Mainardi'sche“ oder „Codazz’sche Gleichungen“ 
bezeichnet werden. Über die mannigfachen Formen der partiellen 
Differentialgleichungen der Flächen und der Fundamentalgleichungen 
sowie über ihre geometrische und kinematische Bedeutung vgl. 
IID5, v1 

Sind umgekehrt ein rechtwinkliges räumliches Koordinatensystem 
und in bestimmter Reihenfolge sechs reellwertige Funktionen E, F, G, 
L, M, N von zwei reellen Veränderlichen u, v gegeben, welche die 
drei vorstehenden Gleichungen und ausserdem die Bedingungen: 


EU SG DEN ze 


befriedigen, so giebt es, wie OÖ. Bonnet?”?) gezeigt hat, immer eine 
bis auf die Lage im Raum eindeutig bestimmte Fläche, die in Bezug 
auf das gegebene Koordinatensystem eine solche Parameterdarstellung: 


= oWwr), y-ıWmv), 2=vluv) 
gestattet, dass die Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung 
beziehentlich mit den gegebenen Funktionen E, F)..., N überein- 


230) Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Comm. Gott. 6 (1828), Art. 11 
= Werke 4, Gött. 1880, p. 236. 

231) Ist. Lomb. Giorn. 9 (1857), p. 394—395. 

232) Ann. di mat. (2) 2 (1868—1869), p. 273f. Glgn. (58) und (59). 

233) J. ec. polyt. 25, cah. 42 (1867), p. 35. Vgl. auch R. Lipschitz, Berl. 
Ber. 1883, p. 541ff.; H. Stahl und V. Kommerell, Grundformeln der Flächen- 
theorie, p. 32—36, und @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 321— 
341, sowie III D 3, Nr. 20. 
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stimmen?®*)., Da der von Bonnet herrührende Beweis dieses Satzes 
zugleich einen Weg liefert, auf dem man die Funktionen , x, % 
durch Auflösung von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung ””°) und Ausführung von Quadraturen finden kann, so 
bietet sich zur Herleitung der Gleichungen einer durch kennzeichnende 
Eigenschaften bestimmten Fläche das folgende allgemeine und systema- 
tische Verfahren *?°) dar: 

Man lege die Bedeutung der unabhängigen Parameter u, v in 
einer der Natur der Aufgabe angepassten Weise dadurch fest, dass 
man für zwei der sechs Fundamentalgrössen bestimmte Funktionen 
von u und v annimmt oder auch zwei Gleichungen zwischen den 
Fundamentalgrössen und u, v festsetzt. Sodann drücke man die die 
Fläche kennzeichnende Eigenschaft durch eine dritte Gleichung zwischen 
den Fundamentalgrössen aus, füge zu den erhaltenen Gleichungen die 
Fundamentalgleichungen hinzu, bestimme aus dem so entstehenden 
System von sechs Gleichungen die sechs Fundamentalgrössen und er- 
mittele endlich eine zugehörige Parameterdarstellung der gesuchten 
Fläche auf dem von Donnet angegebenen Wege. 


35. Sätze von Meusnier und Euler, Hauptkrümmungen 
(II D35, Nr. 1). Durch einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche 5 
denke man sich eine Tangente von 75 gezogen und durch diese zwei 
ebene Schnitte der Fläche gelegt, von denen einer die Normale von % 
in P enthält (Normalschnitt), Wenn dann @ den spitzen Winkel 
zwischen den Ebenen der beiden Schnitte und R und R’ beziehlich 
die zu P gehörenden Krümmungsradien des Normalschnittes und des 
schiefen Schnittes von % bedeuten, so besteht — Satz von Meus- 
nier ?°) — die Gleichung: 

R— BR c0sgo. 

Hat man bei der in einem gewöhnlichen Punkt P einer Fläche 5 

errichteten Normale eine positive und eine negative Richtung unter- 


234) Wählt man statt des ursprünglich gegebenen Koordinatensystems ein 
anderes, dessen Axen im umgekehrten Sinn aufeinander folgen, behält jedoch 
die Funktionen E, F,..., N unverändert bei, so erhält man als zugehörige 
Fläche diejenige, die aus der vorigen durch Spiegelung an einer Ebene her- 
vorgeht. 

235) Diese Auflösung lässt sich auf die nach einander vorzunehmenden 
Integrationen von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zurückführen. Vgl. @. Scheffers, a. a. O. p. 322—330. | 

236) Vgl. H. Stahl u. V. Kommerell, Grundformeln der Flächentheorie, p. 36. 

237) Memoire sur la courbure des surfaces, Paris Me&m. sav. &tr. 10 (1785), 
p. 477 (lu a l’academie le 14 et 21 Fevr. 1776). — Eine Ausdehnung dieses Satzes 
auf singuläre Punkte gab L. Painvin, J. f. Math. 72 (1870), p. 340— 344. 
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schieden, so versteht man unter der Krümmung eines durch diese 
Normale gelegten ebenen Schnittes von % in P gewöhnlich diejenige 
positive oder negative Zahl, deren absoluter Wert die Krümmung der 
Sehnittlinie im gewöhnlichen Sinne angiebt, und deren Vorzeichen + 
oder — ist, je nachdem die Richtung von P gegen den zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkt des Schnittes mit der positiven Richtung der 
Normale übereinstimmt oder nicht. Bei dieser Festsetzung gelten 
ohne Ausnahme die folgenden Sätze und Erklärungen: 

1. Legt man durch die in einem gewöhnlichen Punkt P einer 
Fläche % errichtete Normale ein Ebenenbüschel, so haben die Schnitte, 
welche die Ebenen dieses Büschels mit % bilden, entweder in P alle die 
gleiche Krümmung — und dann heisst P ein Kreis- oder Nabelpunkt 
(III D 3, Nr. 4) oder auch ein Punkt sphärischer Krümmung von $ — 
oder die Krümmung in P erreicht für einen und nur einen der erwähnten 
Schnitte ein Maximum und ebenso für einen und nur einen ein Mi- 
nimum. In diesem letzteren Falle stehen die Ebenen des Schnittes 
grösster und des Schnittes kleinster Krümmung aufeinander senk- 
recht. Die Ebenen dieser Schnitte heissen die Hauptnormalebenen, 
die Schnitte selbst die Hlauptschnitte, ihre Tangentenrichtungen in P 
die Hauptkrümmungsrichtungen °°®), die Krümmungen der Hauptschnitte 
in P die Hauptkrümmungen, deren reziproke Werte die Hauptkrüm- 
mungsradien und die zugehörigen Krümmungsmittelpunkte die Haupt- 
krümmungsmättelpunkte von % in P. Die Gesamtheit der letzteren wird 
als Krümmungsmittelpunktsfläche von % bezeichnet. Für einen Nabel- 
punkt sind die beiden Hauptkrümmungen dem gemeinsamen Wert 
der Krümmung aller durch ihn hindurchgehenden Normalschnitte 
gleich zu setzen. 


2. Sind $ und - die Hauptkrümmungen von % in P und = 
1 2 


die zu P gehörende Krümmung eines durch die Normale von % in 
P gehenden ebenen Schnittes, welcher mit der Ebene des Haupt- 


schnittes von der Krümmung - den Winkel @ bildet, so gilt — Satz 
1 


von Euler ??”) — die Gleichung: 


238) Die Tangenten der Hauptschnitte werden zuweilen als Haupttangenten 
von % in P bezeichnet. Eine andere Bedeutung, in der das Wort Haupt- 
tangente ebenfalls gebraucht wird, ist in Nr. 37 angegeben. 

239) L. Euler, Recherches sur la courbure des surfaces, Berlin Hist. 16, 
1760. Über die Veranschaulichung dieses Satzes vgl. @. Scheffers, Einf. in die 
Theorie der Flächen, p. 144—150. 
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3. Sind ferner = und 7 die zu P gehörenden Krümmungen 


7 


irgend zweier durch P gehenden und aufeinander senkrecht stehenden 
Normalschnitte von %, so ist immer”*P): 


1 1 1 1 

er 
Der Ausdruck = (+ u =) wird vielfach die mittlere Krümmung **) 
der Fläche in P genannt (II D 3, Nr. 5). 


4. Sind », r' die zu P gehörenden Krümmungsradien zweier 
Normalschnitte von %, welche durch zwei konjugierte Tangenten 
(Nr. 3%) von 5% in P gehen, und R,, R, wieder die Hauptkrümmungs- 
radien von % in P, so ist”): 


r+r=R-+R. 
5. Vorausgesetzt, dass die positive Richtung der Normale so 
wie in Nr. 34 bestimmt wird, sind die Hauptkrümmungen ee = 
1 2 


mit den Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung verbunden 
durch die Gleichungen (III D 3, Nr. 4): 

Ma 1 REN 2FM-GL MOL LNEM: 

Be SMRET EG—F? IE RER, RG Ha 


Für das Vorhandensein eines Nabelpunktes ist notwendig und hin- 


reichend, dass: 
MEN: 
ERSaME RI VG 


sei”). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so ergeben sich die den 


Hauptschnitten entsprechenden Werte des Verhältnisses _ aus der 
Gleichung **): 


(EM— FL)dwW+ (EN— GL)dudvu+ (FN— GM)d®” = 0. 


240) Ch. Dupin, Developpements, p. 108. 

241) Nach S. Germain, J. f. Math. 7 (1831), p. 1. Hinsichtlich der Be- 
deutung dieses Ausdrucks herrscht in der Litteratur keine Übereinstimmung, 
indem bald die ganze, bald die halbe Summe der Hauptkrümmuugen als mittlere 
Krümmung bezeichnet wird. Über die physikalische und die geometrische Be- 
deutung der mittleren Krümmung vgl. @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, 
p. 229— 235. 

242) Ch. Dupin, Developpements, p. 102. Vgl. IID3, Nr. 3. 

243) Einen bei der Ableitung dieser Bedingung auftretenden, schon von 
Ch. Dupin, Devel. de geom., p. 129, bemerkten scheinbaren Widerspruch hat 
O. Bonnet, J. de math. (1) 16 (1851), p. 191, aufgeklärt. 

244) Formeln, welche dieser und den vorangehenden Gleichungen bei 
anderen Arten der analytischen Darstellung einer Fläche entsprechen, finden 
sich bei J. Knoblauch, Einf. in d. allg. Theorie d. kr. Fl., p. 44—45 u. p. 84—86. 
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Ist eine Fläche % auf die in Nr. 2, III erwähnte Weise gegeben und 
werden die Hauptkrümmungsradien R,, R, von % in dem zu den 
veränderlichen Parameterwerten u, v gehörenden Flächenpunkte P als 
Funktionen von u und v dargestellt, so kann die Funktionaldetermi- 
nante dieser Funktionen entweder von Null verschieden oder identisch. 
gleich Null sein. Im ersten Falle kann man — wenigstens wenn die 
Betrachtung auf ein hinreichend kleines Stück von % beschränkt wird — 
auch umgekehrt « und v als Funktionen von R, und R, ansehen, und 
wenn d,s und d,s zwei von P ausgehende, in die zugehörigen Haupt- 
krümmungsrichtungen fallende Linienelemente von 7% bedeuten, so sind 
auch die nach den Hauptkrümmungsrichtungen genommenen Ab- 
leitungen: 

OR, OR, OR, OR, 

OS ss Ne Os 
als Funktionen von R, und A, darstellbar. 

Diejenigen vier Gleichungen, durch welche diese Ableitungen als 
Funktionen von R, und R, dargestellt werden, hat @. Scheffers **) 
die natürlichen Gleichungen der Fläche genannt. 

Dagegen ist für den zweiten der oben unterschiedenen Fälle, dass 
die erwähnte Funktionaldeterminante identisch gleich Null und daher 
einer der Hauptkrümmungsradien eine Funktion des andern ist“), 
eine entsprechende Erklärung bisher nicht aufgestellt worden. 

Nimmt man auf einer Fläche % ın unendlicher Nähe eines gewöhn- 
lichen Punktes A, der kein Nabelpunkt ist, einen zweiten Punkt B 
nach Belieben an, so schneiden sich die zu A und B gehörenden 
Normalen von % im allgemeinen nicht. Ihr kürzester Abstand ist 
vielmehr, wenn der Abstand AB als eine unendlich kleine Grösse 
erster Ordnung angesehen wird, im allgemeinen ebenfalls von der 
ersten Ordnung unendlich klein*’), und damit dieser kürzeste Abstand 
von höherer als der ersten Ordnung unendlich klein werde, ist not- 
wendig, aber auch hinreichend, dass der Punkt 5 dem Punkt A längs 
einer Linie genähert werde, die in A einen der beiden zu A ge- 
hörenden Hauptschnitte von % berührt”*®). Bei der Abbildung von % 


245) @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 353. 

246) Näheres nebst Litteraturangaben bei @. Scheffers, a. a. O. p. 354—372. 
Vgl. auch IIID5 (Weingarten’sche Flächen). 

247) Vgl. F. Joachimsthal, J. demath. (1) 13 (1848), p. A15f. Wenn A kein 
parabolischer Punkt (Nr. 36) ist, so stimmt die Richtung des erwähnten kürzesten 
Abstandes mit der zu A B konjugierten Richtung (Nr. 37) überein. Vgl. @. Scheffers, 
a. a. OÖ. p. 163. 

248) Vgl. @. Monge, Appl. de l’anal., $ XV, 5. ed., p. 124 ff. 
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durch parallele Normalen auf die Einheitskugel (Nr. 36) werden daher 
diejenigen von A ausgehenden Linienelemente von %, welche in die 
Hauptschnitte fallen, und nur diese durch parallele Linienelemente der 
Kugelfläche dargestellt. 

Genaueren Aufschluss über die gegenseitige Lage der zu den ver- 
schiedenen Punkten eines unendlich kleinen Flächenstücks gehörenden 
Normalen hat J. Bertrand”) durch die folgenden Sätze gegeben: 

Wenn man in einem gewöhnlichen Punkte A einer Fläche % die 
Normale AZ errichtet und sodann auf % von A aus zwei zu einander 
senkrechte gleich lange und als unendlich kleine Grössen erster Ord- 
nung anzusehende Linienelemente AB, AC abmisst, so bildet die 
_ Normale von % in B mit der Ebene ZAB den gleichen Winkel wie 
die Normale von % in C mit der Ebene ZAC (abgesehen von un- 
endlich kleinen Grössen zweiter oder höherer Ordnung). Und wenn 
dieser Winkel von Null verschieden ist, so liegen die erwähnten Nor- 
malen entweder beide im Innern, oder beide im Äussern des Ebenen- 


winkels BAC. Wenn ferner - und = die Hauptkrümmungen von 
1 2 


3 in A bedeuten und «@ den Winkel bezeichnet, den die Richtung AB 
mit einem der Hauptschnitte von % in A einschliesst, so wird der 
Winkel zwischen der Normale von % in B und der Ebene ZAB 
gegeben durch den absoluten Wert des Ausdrucks: 
ABl wo a sin (20). 

Zu einer noch anschaulicheren Vorstellung von der Gestalt des un- 
endlich dünnen von einer Flächennormale und den ihr unendlich nahe 
benachbarten Normalen gebildeten Strahlenbündels haben Betrach- 
tungen von Oh. Sturm *°°*) und die umfassenderen Untersuchungen 
von W. R. Hamilton ”°) und E. E. Kummer *°') über die geradlinigen 
Strahlensysteme geführt: Man denke sich im Krümmungsmittelpunkt 
eines jeden der beiden durch einen Flächenpunkt A gehenden Haupt- 
schnitte auf der Ebene dieses Hauptschnittes ein Lot errichtet. 
Dann stimmt die Normale der Fläche in einem zu A benachbarten 
Punkt B stets mit derjenigen von B ausgehenden Geraden überein, 
welche die beiden eben erwähnten Lote schneidet?°”) (abgesehen 


249) J. Bertrand, J. de math. (1) 9 (1844), p. 133. 

249®) Ch. Sturm, Par. C. R. 20 (1845), p. 556—558 u. 1239—1248. Deutsch: 
Ann. Phys. Chem. (3) 65 (1845), p. 116 u. 374. 

250) W. R. Hamilton, Dublin Transactions 16, Part 1 (1830). 

251) E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, insbesondere p. 221—223 
u. 226-230. 

252) Vgl. auch A. F. Möbius, Leipz. Ber. 14 (1862), p. 14—16 = Ges. 


Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. T 
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von einem Richtungsunterschiede, welcher im Verhältnis zum Abstand 
AB unendlich klein ist) (II D3, Nr. 5). 


36. Krümmungsmass einer Fläche (III D3, Nr.7 und VII). 
Nachdem auf einer Fläche % ein einfach zusammenhängendes, von 
singulären Punkten freies Stück © abgegrenzt ist, dem ein bestimmter 
von Null verschiedener Inhalt zukommt, sei die positive Richtung der 
Normalen für einen Punkt von © nach Belieben und für alle übrigen 
Punkte dadurch festgelegt, dass einer stetigen Ortsänderung auf © 
auch immer eine stetige Änderung der positiven Normalenrichtung 
entsprechen soll. Hierauf sei jedem Punkte P von © derjenige Punkt 
Q einer Kugel vom Radius Eins zugeordnet, in welchem die nach 
aussen gerichtete Normale der Kugel der positiven Normale von % 
parallel und gleichgerichtet ist (Abbildung durch parallele Normalen 
auf die Einheitskugel). 

Wenn dann erstens die Beziehung zwischen © und dem Bereich 
© der Punkte Q eine gegenseitig eindeutige ist, so hat auch © 
einen bestimmten von Null verschiedenen Inhalt, und wenn ein be- 
weglicher Punkt die positive Normale eines Elementes von © längs 
der Randlinie desselben in einem bestimmten Sinne umkreist, so um- 
läuft sein Bildpunkt auf © die nach aussen gerichtete Normale des 
entsprechenden Elementes entweder immer im gleichen oder immer 
im entgegengesetzten Sinne. Man nennt in diesem ersten Falle nach 
©. F. Gauss °?) den Inhalt des Bereiches © — versehen mit dem Vor- 
zeichen + oder —, je nachdem die erwähnten Umlaufungsrichtungen 
übereinstimmen oder nicht — die ganze Krümmung (Totalkrümmung) 
von ©. 

Ist zweitens © so beschaffen, dass sein Abbild auf der Kugel 
nicht wieder ein Flächenstück, sondern eine Linie oder ein Punkt ist, so 
sagt man, die ganze Krümmung von © sei gleich Null. 

Besteht endlich drittens &© aus mehreren Teilen von solcher Be- 
schaffenheit, dass für jeden von ihnen die Voraussetzung eines der 
vorangehenden Fälle zutrifft, so versteht man unter der ganzen Krüm- 
mung von © die Summe der ganzen Krümmungen dieser Teile. 

Wenn man um einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % ein 
Stück dieser letzteren abgrenzt, welches keiner anderen Bedingung 
unterworfen ist, als der, einen bestimmten Inhalt zu haben, und sodann 


Werke 4, p. 586—588, und O. Böklen, Anal. Geom. d. Raumes, p. 16—19. Per- 
spektivische Zeichnungen geben Ch. Sturm, Par. C. R. 20 (1845), p. 557 und 
@G. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Flächen, p. 172. 

253) Disquis. gen. circa superf. curvas, Art. 6, Comm. Gott. 6 (1828) = 
Werke 4, p. 226f. 
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dieses Stück um P in irgend einer Weise unbegrenzt zusammen- 
zieht, so nähert sich der Quotient, welcher entsteht, wenn man die 
ganze Krümmung des Flächenstücks durch dessen Inhalt dividiert, 
einem von der Art der Zusammenziehung unabhängigen Grenzwert. 
©. F. Gauss, der in diesem Grenzwert zuerst denjenigen Begriff er- 
kannte, welcher bei Flächen dem für Linien schon längst festgestellten 
Begriff der Krümmung entspricht, hat demselben den Namen Krüm- 
mungsmass der Fläche in P gegeben”) und nachgewiesen”), dass 
dieses Krümmungsmass mit dem Produkt der beiden Hauptkrüm- 
mungen von % in P übereinstimmt”). Zugleich hat Gauss ?°”) vier 
verschiedene analytische Ausdrücke des Krümmungsmasses angegeben. 

Nach J. Bertrand und V. Puwiseux ?°®) besteht für das Krümmungs- 


254) Ebd. Art.6. Vgl. auch Werke 8, p. 381 u. 425. — F". Casorati be- 
zeichnet es, Acta math. 14 (1890/91), p. 95, als einen Übelstand, dass das 
Gauss’sche Krümmungsmass schon dann gleich Null wird, wenn nur eine der 
Hauptkrümmungen verschwindet, und ist der Ansicht, dass es dem Sprach- 
gebrauch mehr entsprechen würde, als Krümmungsmass eine Grösse zu be- 
zeichnen, die nur für die Ebene identisch gleich Null, für jede krumme Fläche 
dagegen im allgemeinen von Null verschieden ist. Demgemäss schlägt er vor, 
neben dem Gauss’schen Krümmungsmass X und der mittleren Krümmung M 
die der gestellten Anforderung entsprechende Grösse: 


2 Year ge Va Ye 
= 4 lgrtze)- u K 


einzuführen, die auch geometrisch in einfacher Weise erklärt werden kann, und 
nur diese letztere als Krümmungsmass schlechthin zu bezeichnen. M. d’Ocagne 
hat, Cours de geom. deser. et de g&eom. inf. Paris 1896, p. 338, für dieselbe die 
Bezeichnung courbure moyenne quadratique vorgeschlagen. Vgl. auch IID 3, Nr. 34. 

255) Ebd. Art. 8, und Werke 8, p. 426. 

256) Dieser Satz findet sich schon früher in zwei Arbeiten von Olinde 
Rodrigues: Corresp. sur l&c. polyt. 3 (1815), p. 162, und Paris Bull. Soc. Phil. 
1815, p. 34. 

257) Disquis. gen. circ. superf. curvas, Art. 7,9,10,11. Den verwickeltsten 
dieser Ausdrücke hat J. Liouville, Par. C. R. 32 (1851), p. 533 — J. de math. (1) 
16 (1851), p. 130, auf die folgende unsymmetrische aber einfachere Form gebracht: 


1 1 SR de aka | F IRWAN F 
nern Terz eR)| sr Ir ))> 

wo T=YVEG—F? 

zu setzen ist. Das gleiche Ergebnis hat D. Chelini, Ann. mat. fis. 2 (1851), 
p. 296 ff. aus einer Formel von O. Bonnet (J. €c. polyt. 19, cah. 32 (1848), p. 54) 
abgeleitet, deren Wert und Bedeutung neuerdings von J. Knoblauch (Acta math. 
15 (1891), p. 250) hervorgehoben wurde. Ausdrücke des Krümmungsmasses durch 
Determinanten haben .R. Baltzer, Leipz. Ber. 18 (1866), p. 1, und @.v. Escherich, 
Arch. Math. Phys. 57 (1875), p. 385, gegeben. 


258) J. Bertrand, J. de math. (1) 13 (1848), p. 80—82; V. Puiseux, ebd, 
7*+ 
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mass K einer Fläche % in einem gewöhnlichen Punkte P die Glei- 


chung: i Kr 
Kr, Am Es } 
s—=0 


wo ! die Länge eines hinreichend kleinen geodätischen Kreises (IIID3, 

Nr. 36) vom Radius s bedeutet, der auf % um P als Mittelpunkt be- 

schrieben ist, und /" die Länge eines ebenen Kreises vom Radius s. 
Ähnlich ist nach Diguet ?°): 

K— Im I 

TU S 


s=0 


2 


wo J den Inhalt des erwähnten geodätischen und J’ den des ent- 
sprechenden ebenen Kreises bezeichnet ?°°). 

Schneidet man durch eine um P als Mittelpunkt beschriebene 
unendlich kleine Kugel in % eine Linie ein, so nähert sich®®') der 


Quotient a wo p die Länge der eben erwähnten Linie und 9° die 


unter Beobachtung gewisser Vorzeichenregeln berechnete Länge ihres 
in der oben beschriebenen Weise gebildeten Abbildes auf der Ein- 
heitskugel bedeutet, der mittleren Krümmung (Nr. 35) von 5 in P 
als Grenzwert. 

Man sagt, ein gewöhnlicher Punkt einer Fläche sei ein ellöptischer 
oder ein hyperbolischer oder ein parabolischer Punkt, je nachdem das 
Krümmungsmass der Fläche in diesem Punkte positiv, negativ, oder 
gleich Null ist, und nennt die Fläche selbst in jedem elliptischen 
Punkte positww und in jedem hyperbolischen Punkte negativ gekrümmt. 


37. Konjugierte Tangenten und Indikatrix?””). Es sei Z eine 
Tangente einer Fläche % in einem elliptischen oder hyperbolischen 
Punkte P und ! eine auf % verlaufende Linie, welche nur der Be- 
dingung unterworfen ist, ? in P zu berühren, aber sonst willkürlich 
gestaltet werden kann. Wenn dann ein beweglicher Punkt P, auf I! 
dem Punkte P unbegrenzt genähert wird, so nähert sich die Schnitt- 
linie der Tangentenebenen von 5% in P und P, einer festen von der 
Gestalt der Linie 7 unabhängigen Grenzlage t,, welche ebenfalls % in 


p. 87—90. Beide Arbeiten sind, die erste fast, die zweite genau wörtlich, wieder- 
gegeben in @. Monge, Appl. de l’anal., 5. ed. von J. Liouville, Note IV, p. 583—588. 

259) Diguet, J. de math. (1) 13 (1848), p. 83. 

260) Noch andere Arten der Erklärung des Krümmungsmasses oder seiner 
analytischen Darstellung erwähnen E. Beltrami, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 234, 
und A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 186; Münch. Ber. 22 (1892), p. 249—251. 
Über Erweiterungen des Begriffs vgl. IB2, Nr. 21; II D 3, Nr. 8. 

261) Nach R. Sturm, Math. Ann. 21 (1883), p. 379. 

262) Vgl. auch IIID 3, Nr. 3. 
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P berührt. Und wenn man aus der Tangente {, in der gleichen 
Weise eine neue Tangente ableitet, so kommt man wieder zu der 
Tangente t zurück. 

Je zwei Tangenten einer Fläche, welche in der eben geschilderten 
gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, heissen?) konjugierte 
Tangenten der Fläche. 

Wird einem, keinen parabolischen Punkt enthaltenden Flächen- 
stück % längs einer Linie eine abwickelbare Fläche umschrieben, so 
sind die Tangente an die Berührungslinie und die durch den Berüh- 
rungspunkt gehende Erzeugende der abwickelbaren Fläche konjugierte 
Tangenten von %. Insbesondere sind, wenn eine Fläche durch ein 
Strahlenbündel beleuchtet wird, der berührende Lichtstrahl und die 
Tangente an die Schattengrenze konjugiert ?°*). 

Sind bei Anwendung der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungs- 


d } . bu .. ® 
% und © die beiden Werte des Verhältnisses A, 
dv, dv, dv 


welche zwei konjugierten Tangentenrichtungen entsprechen, so besteht 


die Gleichung (III D 3, Nr. 4): 
Ldu, du, + M (du, dv, + dwdv,) + Ndvd, =, 


wo L, M, N die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung der Fläche in 
dem betrachteten Punkte bedeuten. 

Ist P ein parabolischer Punkt einer Fläche % und i eine Tangente 
von 5 in P, so kann es zunächst vorkommen, dass sich auf % eine 
t in P berührende Linie / finden lässt, längs deren die Tangenten- 
ebene von 7% dauernd mit der Tangentenebene von 3% in P überein- 
stimmt, sodass von einer Schnittlinie der Tangentenebenen in P und 
einem auf / liegenden Nachbarpunkte überhaupt nicht mehr die Rede 
sein kann. Ferner ist es möglich, dass man auf % mehrere ver- 
schiedene ? in P berührende Linien /,, l,,... von solcher Beschaffen- 
heit ziehen kann, dass die Schnittlinie der Tangentenebenen von % 
in P und einem Nachbarpunkte © sich verschiedenen Grenzlagen nähert, 
je nachdem der Punkt © längs !,, oder l,, oder ... an P herangerückt 
wird, dass also für jene Schnittlinie keine bestimmte Grenzlage vor- 
handen ist, die durch die Richtung von £ allein bestimmt wäre. 

Immerhin lässt sich der Begriff der konjugierten Tangenten 
wenigstens noch für den Fall aufrecht erhalten, dass von den beiden 
Hauptkrümmungen von 5 in P nur eine gleich Null ist. Ist nämlich 
in diesem Fall i, die den Hauptschnitt von der Krümmung Null be- 


art einer Fläche 


263) Nach Ch. Dupin, Devel. de g&om., p. 41—46 u. p. 91. 
264) Ebd. p. 44. 
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rührende und # irgend eine andere Tangente von % in P, so wird 
durch die vorher erwähnte Konstruktion der Tangente ti immer die 
Tangente 2, zugeordnet, und man kann mit Oh. Dupin ?°°) sagen, dass 
alle Tangenten von % in P der einen Tangente i, konjugiert seien. 

Die Gesamtheit aller Paare konjugierter Tangenten einer Fläche 5 
in einem elliptischen (hyperbolischen) Punkte P stimmt überein mit 
der Gesamtheit aller Paare konjugierter Durchmesser (III © 1) einer be- 
stimmten Schar ähnlicher und ähnlich gelegener, in der Tangentenebene 
von % enthaltener Ellipsen (Paare von konjugierten Hyperbeln), welche 
sämtlich den Punkt P zum Mittelpunkt und die Tangenten an die 
Hauptschnitte von % in P zu Axen haben. Jedes einzelne Individuum 
dieser Schar von Ellipsen (Paaren konjugierter Hyperbeln) kann da- 
durch erzeugt werden, dass man auf jeder Tangente von 5 in P von 
P aus nach beiden Seiten hin eine Länge abträgt, welche der Quadrat- 
wurzel aus dem (stets positiv zu nehmenden) zu P gehörenden Krüm- 
mungsradius des durch die betreffende "Tangente gehenden Normal- 
schnittes von 7% proportional ist?) Nach Ch. Dupin ?°”) heisst jede 
Ellipse oder Hyperbel, welche der in dieser Weise einem Punkt P 
einer Fläche % zugeordneten Schar angehört, eine Indikatrix von in P. 

Ist P ein elliptischer (hyperbolischer) Punkt einer Fläche 3, so 
giebt es immer ein und nur ein elliptisches (hyperbolisches) Para- 
boloid (III C 4), dessen Scheitel mit P zusammenfällt, und welches 
in P mit % eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung hat. 

Wird irgend ein ebener Schnitt dieses Paraboloides, dessen Ebene 
zur Tangentenebene von % in P parallel ist, orthogonal auf diese 
letztere projiziert, so entsteht immer eine Indikatrix von % in P, und 
umgekehrt kann jede solche Indikatrix in der beschriebenen Weise 
aus einem Schnitt des Paraboloides abgeleitet werden. 

Da die Schnitte, welche eine der Tangentenebene von % in P 
unendlich nahe % schneidende Parallelebene mit % und dem er- 
wähnten Paraboloid bildet, in unendlich kleinem Abstande von P 
nur um Grössen von einander ‚abweichen, die gegen jenen Abstand 
verschwinden, so kann man bei Vernachlässigung solcher Grössen sagen: 
Die Schnittlinie von %5 mit einer Ebene der angegebenen Art ist — ab- 
gesehen von einer unendlich kleinen Parallelverschiebung in der Rich- 
tung der zu P gehörenden Flächennormale — eine Indikatrix von % ın P. 

Ist P ein parabolischer Punkt einer Fläche %, in welchem jedoch 
nur einer der Hauptschnitte von 7% die Krümmung Null hat, so tritt 
an die Stelle des Paraboloides derjenige parabolische Cylinder, welcher 


265) Ebd. p.133. 266) Ebd. p.55. 267) Ebd. p.48. Vgl. auch p. 145—147. 
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mit % in P eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung und dessen 
durch P gehender Querschnitt in P seinen Scheitel hat. Und an die 
Stelle der erwähnten Schar von Ellipsen, bezw. konjugierten Hyperbeln 
tritt die Schar derjenigen in der Tangentenebene von % in P ge- 
legenen Paare von parallelen Geraden, welche zu der den Haupt- 
schnitt von der Krümmung Null berührenden Tangente von % in P 
parallel sind und dieselbe zur Mittellinie haben. 

Diejenigen beiden Tangenten einer Fläche % in einem hyper- 
bolischen Punkte P, welche Asymptoten einer (und damit auch jeder 
anderen) Indikatrix von % in P sind, heissen Haupttangenten ?%®) oder 
Wende- oder Inflexionstangenten und die durch sie bestimmten Rich- 
tungen die asymptotischen Richtungen von 3 in P. — Jede Wende- 
tangente einer Fläche ist sich selbst konjugiert. Bei der Abbildung 
einer Fläche 5 durch parallele Normalen auf die Einheitskugel ent- 
spricht jedem in eine Wendetangente fallenden Linienelement von % 
ein dazu senkrechtes Linienelement auf der Kugelfläche, und um- 
gekehrt fällt die Richtung eines Linienelementes von % mit einer 
Wendetangente zusammen, sobald das sphärische Abbild des Elementes 
auf diesem senkrecht steht. 

Bei Anwendung der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungsart 


einer Fläche werden die den Wendetangenten entsprechenden Werte 


des Verhältnisses = durch die Gleichung: 


LdwW" 4+2Mdudv+ Na” —=0 
bestimmt, wo L, M, N die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung der 
Fläche in dem betrachteten Punkte bedeuten. 


38. Geometrische Bedeutung der Ableitungen dritter Ordnung 
der Koordinaten in der Flächentheorie. Wie schon A. Transon ?°°) 
bemerkt hat, giebt es unter den Normalschnitten einer Fläche % in 
einem gewöhnlichen Punkt P im allgemeinen entweder drei oder nur 
einen einzigen, der mit seinem Krümmungskreis in P eine Berührung 
dritter oder höherer Ordnung eingeht). Für das Eintreten des einen 


268) Nach A. Olebsch, J. f. Math. 67 (1867), p. 9. Eine andere Bedeutung 
des Wortes Haupttangente ist in Fussn. 238 angegeben. 

269) J. de math. (1) 6 (1841), p. 199. 

270) Zu dem gleichen Ergebnis ist J. Maillard de la Gournerie, J. de math. (1) 
20 (1855), p. 150, gelangt. — Diejenige Gleichung, durch welche bei Anwendung 
der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungsart einer Fläche die jenen Normal- 


schnitten entsprechenden Werte des Verhältnisses 2 bestimmt werden, hat 


J. Knoblauch, J. {. Math. 103 (1888), p. 32—34, und Einl. in d. Theorie d. kr. Fl., 
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oder des anderen Falles, sowie die Lage derjenigen Normalschnitte, 
welchen die erwähnte Eigenschaft zukommt, sind neben den ‚Werten 
der Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Koordinaten auch 
die der Ableitungen dritter Ordnung bestimmend. Gerade hierin be- 
steht ein Teil der geometrischen Bedeutung, welche Be Abe 
dritter Ordnung zukommt?"). 


p. 92—94, aufgestellt. Formeln zur Berechnung der Winkel zwischen den Tan- 
genten der fraglichen Normalschnitte und der Tangente an eine Krümmungs- 
linie gab-v. Lilienthal, J. f. Math. 104 (1889), p. 343—8344. Hinsichtlich der 
schiefen von ihrem Krümmungskreis hyperoskulierten Schnitte siehe IIID 3, Nr. 13. 

271) Andere Aufgaben, deren Lösungen erst durch die Ableitung dritter 
Ordnung bestimmt werden, behandelt A. Mannheim, Par. 0. R. 80 (1875), p. 541 
u. p. 619. 


Nachtrag. 


p. 2 unter „Lehrbücher“ füge hinzu: 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes tracedes sur une surface 
quelconque, Paris 1869. 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes planes, Paris 1873. 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes dans l’espace, Paris 1876. 
H. Resal, Exposition de la theorie des surfaces, Paris 1891. 
«e pP. 87 zu Fussn. 214 füge hinzu: 
Vgl. auch H. Molins, J. de math. (2) 19 (1874), p. 425. 
.89, Ende von Fussn. 223. Zwischen Nr. 24 und 32 schalte noch ein: 28. 
. 91, Ende von Fussn. 228, und 
. 92, Ende von Fussn. 233. Statt Nr. 20 lies: Nr. 22. 
. 92, 2.15 v. o. statt VI lies: Nr. 21—27. 
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(Abgeschlossen im Mai 1902.) 
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